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Les incertitudes sont présentes dans tous les types de structures, elles peuvent réduire la fiabilit¢ de
fonctionnement et cela peut conduire a un état de défaillance. Le but, pour une structure périodique, est
d’atténuer des vibrations dans une bande de fréquences choisie, afin d’agir comme un filtre mécanique. Ces
bandes interdites sont, en pratique, congues a partir de modéles basés sur une résolution du probléme a 1’échelle
de la cellule unitaire utilisant des conditions limites adéquates pour représenter le comportement ondulatoire de
la structure périodique. Dans notre cas, la méthode des ¢léments finis est utilisée pour discrétiser la géométrie de
la cellule unitaire, et les paramétres physiques et géométriques les plus influents sur le diagramme de bande sont
déterminés par analyse de sensibilité. Ces paramétres sont sélectionnés pour 1’analyse de robustesse : une
simulation de Monte Carlo avec échantillonnage Hypercube Latin est réalisée a 1’échelle de la structure finie,
permettant de faire le lien avec les diagrammes de bande déterminés en structure infinie, et de disposer in fine
d’une structure possédant des bandes interdites robustes.

1 Introduction

Depuis longtemps, les chercheurs utilisent les modeles
périodiques pour resoudre des problémes de physique.
Ainsi, selon Brillouin [10], Isaac Newton [7] a été le
prémier a étudier les structures périodiques pour déterminer
la vitesse du son dans 1’air en utilisant un systéme masse-
ressort.

En raison du grand potentiel de [’insertion de
périodicités dans les structures, aussi appelées méta-
structures, les équipes de recherche ont beaucoup investi
dans ce type de développements et le nombre de
publications a considérablement augmenté au cours des
derniéres années.

Cet intérét est expliqué notamment grace a certaines
propriétés inhabituelles liées a la dispersion des ondes
sonores, des vibrations dans un milieu solide [9] , des ondes
magnetiques ou méme des ondes lumineuses. De plus,
certaines ¢tudes portant sur les coefficients de réfraction
négatives indiquent la possibilité¢ de produire des effets de
“cloaking’’(camouflage), déviations dans les trajets de
propagation, montrant un grand potentiel pour la reduction
des bruits et le controle de vibrations, avec des applications
comme la protection des batiments pendant les
tremblements de terre [2].

Les périodicités structurelles induisent des interactions
ondulatoires qui peuvent créer des interférences
constructives ou destructives. Différentes concentrations ou
méme 1’absence de masse ou de rigidité forment des
““filtres mécaniques’’ qui permettent ou non le passage des
ondes dans certaines bandes de fréquences. Ces bandes sont
appelées bandes de fréquences interdites.

Ces derniers temps, plusieurs chercheurs ont fait des
contribuitions importantes [3, 17, 12 et 14] sur ce sujet.
Cependant, on note un nombre trés faible de contributions
sur l’influence d’incertitudes dans les structures
périodiques. Comme tout type de structure, ces systémes
sont inévitablement sujets a la présence d’incertitudes dans
les paramétres physiques et géométriques [1]; il est donc
important d’en tenir compte dans les modéles d’étude.

Alors, cet article propose une méthode permettant la
détermination de bandes interdites robustes aux incertitudes
conformément aux niveaux pris en compte de celles-ci.

2 Méthodologie

Parmi les techniques de simulation de structures
périodiques, on peut distinguer celles associées aux
structures finies et celles associées aux structures infinies.
Pour les structures finies, un modéle aux éléments finis peut
étre créé pour la structure compléte et, ainsi, on peut décrire
le comportement des bandes interdites. La dificulté réside
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alors dans le nombre d'éléments nécessaires pour obtenir
une réponse précise associée a une convergence rapide. On
présente plus loin dans 1’article une méthode permettant de
caractériser la largeur du band-gap a partir de ces
simulations.

Dans la deuxiéme considération, des conditions limites
adéquates de Floquet/Bloch [6, 5] sont prises en compte
pour une cellule unitaire que se répéte a 1’ infini.

2.1 Cellule unitaire

La cellule unitaire du type barre unidimensionelle
considérée est présentée dans la Figure 1.
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Figure 1 — Exemple de cellule unitaire.

Les wvariables 4;,, E;, p; et L, définissent

respectivement 1’aire de section, le module d’Young, la
densité et la longueur du segment i de la cellule et L sa
longueur totale. Les équations (1) et (2) répresentent,
respectivement, les conditions de continuité et d’équilibre a
gauche (G) et a droite (D) de la cellule unitaire n. Selon le
theoréme de Floquet/Bloch [6, 5] :
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ou u est la constante de propagation. Cette variable a une
partie réelle (J) et une partie imaginaire (&) comme
indiqué dans 1’équation (3) :

U=35+je. 3)

Ces conditions aux limites peuvent étre utilisées dans un
modéle aux €léments finis d’une cellule unitaire. Pour plus
de details, se référer a [3, 17].

2.2 Elément fini de barre

L’élément fini de barre unidimensionel utilisé est
présenté dans Figure 2.
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Figure 2 — Représentation de 1’élément fini de barre
utilisé.

Les degrés de liberté et les efforts pour cet élément
peuvent étre décrits selon les équations suivantes:

bl
F={)

Pour ce type d’élément, les matrices de raideur et masse

distribuée au niveau élémentaire sont modélisées selon une
approche linéaire pour les champs de deplacements:

K(E)ZEI -1
I 1-1 1]

pa2 1
6 |1 2|

Aprés assemblage des matrices globales de raideur

U

“4)

)

(6)

M = (7)

(K®) et masse (M®)), les équations du mouvement dans
le domaine du temps et de la fréquence, respectivement,
sont obtenues sous la forme:

MOU@)+K®U ()= F(@), (8)

[K® - ’M®|U(0) = F(o). )
La matrice de flexibilité dynamique est décrite par I’Eq.
(10) .
H(o)=[o*M® + k@] (10)
A partir de I’Eq. (9), en utilisant les conditions aux
limites (1) et (2), on obtient :

KO () - MO @]u =0, a1
ou les matrices de raideur et masse réduites, indiquées par
(r), sont obtenues en utilisant les conditions de périodicité.
Pour les courbes de dispersion, il suffit de résoudre le
probléme aux valeurs propres associés a 1’Eq. (11). La
Figure 3.b montre la partie imaginaire d’une courbe de
dispersion. L’amortissement n’est pas consideré¢ dans ces
modeéles.

1497

11-15 avril 2016, Le Mans

2.3 Analyse de convergence

Les Figures 3.a et 3.b présentent la convergence pour

une structure finie et pour wune structure infinie,
respectivement.
=16 E.F. par cellule
a
( ) 100 — 10 E.F. par cellule
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Figure 3 — Convergence du maillage d’éléments finis pour
la cellule unitaire (a) structure finie, (b) structure infinie.

On observe, que sur les cas testés, au-dela de 10
¢léments finis, les limites et la largeur de la bande de
fréquence interdite ne changent pas significativement.

2.4 Nombre de cellules unitaires pour la
structure finie

La mise en application des concepts observés sur
structures finies dans le cadre de structures finies requiert la
présence d’un certain nombre de cellules unitaires pour étre
efficace. On s’intéresse ici a ’analyse du nombre de
cellules unitaires permettant d’observer les phénomenes de
bandes interdites. La Figure 4 présente les fonctions de
réponse en fréquence d’un modele aux éléments finis d’une
structure périodique lorsque le nombre de cellules varie.

—16 cellules|

-50 —10 cellules
-100
3 -150
T 500
250
-300

0 1000 2000 3000
o [Hz]

Figure 4 — Nombre de cellules unitaires pour obtenir un
band-gap observable.



11-15 avril 2016, Le Mans

Par la suite, on utilise 10 cellules, qui sont suffisantes
pour représenter la bande interdite.

2.5 Analyse de sensibilité en structure
infinie

L’analyse de sensibilit¢ permet de déterminer les
parametres par rapport auxquels les réponses d’intérét sont
plus sensibles.

On se propose ici d’analyser les influences des
parametres sur les charactéristiques dynamiques suivantes:

o la limite inférieure de la bande interdite (L.L.):

q,(x)=0y , 12)
o la limite supérieure de la bande interdite (L.S.):
g, (X) =g , (13)
o ct la largeur de la bande interdite:
93(¥) =@ — o . (14)

Dans la Figure 5, les paramétres d’entrée, denotés par
x; (j=12o0u3), sont les propriétes 4, E ou p du

trongon 1, respectivement. Ils ont étés variés de 0 % a 200
%. Pour la valeur normalisée, égale a 1, la structure n’est
pas périodique et, par conséquent, les limites inférieure et
supérieure ont les mémes valeurs et la bande de fréquence
est nulle.
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Figure 5 — Variations paramétriques des sorties d’intérét
pour la cellule unitaire considerée.
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L’équation (15) définit la sensibilité selon la méthode
des différences finies :

B ‘Ii(xj)_qz‘(xj —Ax;)
- Ax

O,(x;) , (15)

J

avec i=1,20u3 pour la réponse desirée ¢;. Dans cette

étude, on ne calcule que la sensibilité locale, c’est-a-dire,
on fait varier successivement une des variables et on
maintient les deux autres variables constantes [8]. Ces
grandeurs sont tracées sur la Figure 6.
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Figure 6 — Sensibilités au premier ordre des sorties d’intérét
pour la cellule unitaire considérée.

De maniere générale, il est possible de voir que la
largeur de la bande de fréquence interdite est plus sensible
aux variations d’aire de section qu’aux du module d’Young
et de la densité pour ce modéle.

2.6 Simulation de Monte Carlo

La simulation de Monte Carlo [1, 13 et 15] est une
méthode qui consiste a produire des échantillons pour une
variable considérée aléatoire en utilisant une densité de
probabilité prédéfinie pour la représenter.

L’échantillonage par hypercube latin a été utilisé dans
cet article pour diminuer le temps de convergence de la
simulation. Pour plus d’information voir [19].

3 Exemple numérique

3.1 Cellule unitaire considérée

Dans ce travail, ’aire de section (4, ) est considerée

comme une variable stochastique. Ce choix est justifié
grice a l’analyse de sensibilit¢é dont les courbes sont
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presentées dans la Figure 6. La Figure 7 rappelle la
géométrie de la cellule unitaire.

ALE L p A E L p

G
v
'y
Y

Figure 7 — Cellule unitaire utilisée.

Le Tableau 1 indique les propriétés des segments 1 et 2
de la cellule unitaire considérée dans I’exemple numérique.

Tableau 1 — Propriétés de la cellule unitaire.

Cellule unitaire

Proprieté Unité
Segment 1 Segment 2
Matériau [-] Acier Acier
E GPa 2,lell 2,1lell
P kg/m? 7860 7860
L m 1 1
A m? 0,0075 0,0025

Les Figures 3.a et 3.b representent la convergence du
maillage pour la cellule unitaire utilisée dans une structure
finie et dans une structure infinie, respectivement. Il est
possible d’observer qu’avec 10 éléments finis, les limites et
la largeur de la bande interdite varient légérement comparé
a la cellule avec 16 éléments finis.

La Figure 4 montre qu’avec 10 cellules le modéle de 10
¢éléments finis est assez précis pour identifier le band-gap et
éxecuter la simulation de Monte Carlo.

3.2 Prise en compte d’incertitudes

Les variables considérées comme incertaines sont
representées par des densités de probabilité normales. Le
Tableau 2 fournit les paramétres des variables considerées
stochastiques.

Tableau 2 — Incertitudes considerées dans le modéle.

Variabl Distributi Moyenne Ecart-
ariable istribution (1) type (o)
X, 4 () Normal 0,0075 yxu

On consideére les deux cas suivants :

e pour m égal a 1, 'incertitude dans la cellule unitaire
est répétée sur chaque cellule de la structure (qui
reste donc périodique) ;

e pour m égal a 10, les 10 cellules sont indépendantes
du point de vue de I’incertitude (la structure n’est
donc plus parfaitement périodique).
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L’équation suivante présente le coefficient de variation
y permettant de faire varier le niveau d’incertitude, donnée

par I’écart-type (o ), par rapport a la moyenne considerée

(py),selon:

O =yXHUy. (16)

Ce paramétre a été varié de 2 % a 16 % dans cette étude,
avec un pas de 2 %.

Ensuite, pour chaque valeur de y considérée, une
simulation de Monte Carlo a été lancée jusqu’a sa
convergence (nombre de tirages d’environ 5000).

Les inéquations (17) définissent les intervalles de
confiance d’une variable pour une loi normale. Pour avoir
un intervalle de 95% [15], la valeur de & doit étre égale a
1,96.

7)

,qul_—kUq’_<ﬂq’_ <'uqi+ko-qi'

Dans les Figures 8.a et 8.b, les points rouges illustrent
les limites inférieures (L.I.) et supérieures (L.S.) pour une
structure finie et pour une structure infinie, respectivement.
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Figure 8 — Limite inférieure et limite supérieure pour les
modeéles (a) fini et (b) infini.

4 Résultats

La Figure 9 montre la variation des bandes de fréquence
interdites pour les trois cas considérés : structure infinie
avec une incertitude périodique, structure finie avec une
incertitude périodique et structure finie avec dix
incertitudes différentes (structure quasi périodique).
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1100 —S.F. 10 ¢cel. et 10inc. (u) :1
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Figure 9 — Intervalle de confiance pour la bande interdite.
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I1 est possible de constater que la largeur de la bande
interdite varie de fagon quasi linéaire conformément a
I’augmentation de D’incertitude. Dans les cas avec une
uncertitude, par exemple, pour chaque 1 % d’incertitude, la
largeur de la bande interdite change d’environt 15 Hz.

Si I’on considére une incertitude de 16 % pour 1’aire de
section droite, la bande interdite robuste (bande interdite
quasi certaine prenant en considération ces incertitudes
géométriques) sera 1’aire grise considerée dans la figure
suivante:

_300- .
OO0

500 1000 1500 2000 2500

o [Hz]

(b)

2000

1500¢

o [Hz]

1000

500

"3 25 2 a5 05
Constante de propagation € (partie imaginaire)

Figure 10 — Bande interdite robuste avec y =16% pour (a)
S.Favecm égala l eta 10 et (b) S.I. avec m égal a 1.

Les aires bleu clair et rouge clair indiquent que la bande
de fréquence interdite calculée avec une seule variable
aléatoire est moins large que celle en gris clair qui a été
obtenue avec dix variables aléatoires. Ainsi, lorsqu’une
incertitude est considérée pour chaque cellule d’une
structure finie, ce qui correspond aux cas réels, les effets
sur les réponses se compensent et la structure devient plus
robuste.

5 Conclusion

Une structure simple périodique unidimensionelle a été
utilisée comme exemple numérique. Cette structure a été
discretisée par éléments finis de barre avec 2 degrés de
liberté par noeud.

Une analyse de sensibilité a été realisée pour montrer
que l’aire de section droite est, de maniére générale, le
paramétre le plus influent sur les caractéristiques de la
bande interdite.
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Un nombre de cellules égal a 10 a été choisi pour la
structure finie de fagcon a obtenir une localisation fiable de
la zone de fréquences interdites sans augmenter
substantiellement le coit de calcul.

Une analyse d’incertitudes a été effectuée en utilisant
les modeles fini et infini de cette structure. L’aire de section
droite a été choisie comme variable aléatoire avec une
densité de probabilité gaussienne ayant une moyenne et un
écart-type comme parametres prédéfinis. Un coefficient de
variation gamma y a été spécifié de maniére a faire varier
I’écart-type comme un pourcentage de la moyenne.
Diverses simulations de Monte Carlo ont étés menées
jusqu’a aux convergences pour chaque valeur du coefficient
de variation pris en compte.

Les résultats obtenus pour les modéles des structures
finie et infinie avec une seule variable stochastique sont
legérement differents. Ces résultats ne sont pas
compleétement fiables puisque la méme incertitude se répete
indéfiniment pour la structure infinie et dix fois pour la
structure finie avec dix cellules.

Les intervalles de confiance obtenus pour la structure
finie avec dix variables stochastiques sont moins larges que
ceux trouvés avec une variable aléatoire et représentent de
fagon plus crédible la réalité. Finalement, une bande
interdite robuste plus fidéle a été obtenue.
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