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Nous nous intéressons ici à l’imagerie de défauts dans un guide d’ondes acoustiques ou élastiques. La Linear
Sampling Method [1] dans sa formulation modale permet la détection de défauts dans ce cas à partir de données
sur les sections du guide pour des ondes en régime harmonique, sa précision augmentant avec la fréquence et donc
le nombre de modes propagatifs. Nous proposons ici une généralisation de cette méthode à des sollicitations et des
mesures à la surface du guide et une dépendance temporelle quelconque dans un guide bidimensionnel.

1 Introduction
Les guides d’ondes sont des structures fortement

représentées dans le milieu industriel : par exemple,
les tuyaux, les plaques et les rails en font partie. Leur
particularité est que les ondes s’y propagent sur de longues
distances avec peu d’atténuation. Ainsi, le contrôle non
destructif des guides d’ondes peut être réalisé pour de
larges zones en une fois à partir de la mesure de ces ondes.
Toutefois, la décomposition selon les modes entraı̂ne une
dispersion des ondes, rendant difficiles l’interprétation des
signaux et l’application des méthodes usuelles dès que le
nombre de modes augmente, à savoir aux hautes fréquences.
C’est pourquoi il est nécessaire d’utiliser une méthode
prenant en compte la décomposition modale adaptée aux
fréquences élevées afin de détecter de petits défauts tels que
des fissures. C’est le cas de la Linear Sampling Method dans
sa formulation modale, introduite dans [2] en acoustique
et [3] en élasticité. Les défauts de cette méthode sont,
comme nous allons le voir, de nécessiter des sollicitations
et des mesures internes au guide et d’être limitée au régime
harmonique. Pour avoir un cadre d’application plus réaliste,
nous étendons ici [8] cette méthode à des sollicitations
et des mesures en surface et au régime temporel pour le
guide d’ondes acoustiques. Pour ce faire, nous réalisons une
transformée de Fourier de nos données, ce qui nous conduit
à résoudre le problème en régime harmonique pour un
ensemble discret de fréquences. Remarquons qu’une autre
approche a été proposée dans [4], où le problème est résolu
directement en régime temporel.
Nous nous concentrons ici sur le guide d’ondes acoustiques :
dans une première partie, nous allons présenter la Linear
Sampling Method modale, puis son extension aux
données surfaciques et au domaine temporel dans une
deuxième partie. Enfin, nous présenterons quelques résultats
numériques.

Soit W = R × (0, d) un guide d’ondes avec d > 0 sa
hauteur. Nous noterons Γ = Γ0 ∪ Γd sa surface, Σ une section
transverse et ν la normale unitaire orientée vers l’extérieur.
Posons f une fonction de x1 à support compact et χ une
fonction du temps, causale et à support compact. Soient
D un obstacle impénétrable, D ⊂ W et Ω = W\D. Nous
supposons par ailleurs qu’il existe R > 0 tel que le défaut
D soit inclus dans la portion de guide comprise entre les
sections Σ±R d’abscisses −R et R. Le champ acoustique v est
solution du problème de diffraction :



1
c2 ∂

2
t v − ∆v = 0 dans Ω × (0,+∞),
∂νv = fχ sur Γd × (0,+∞),
∂νv = 0 sur Γ0 × (0,+∞),
v = 0 sur ∂D × (0,+∞),
v = 0 sur Ω × {0},
∂tv = 0 sur Ω × {0}.

(1)

La fonction χ étant fixée, le support de la fonction f sera
centré autour d’un point source décrivant une grille régulière
sur Γd. Nous voulons alors, à partir de la mesure de v en
différents points de réception de la surface Γd pour les
différents points source, obtenir une image du défaut D.
Pour cela, nous allons partir de la Linear Sampling Method
modale et développer notre méthode étape par étape.

2 La Linear Sampling Method
modale

Considérons le nombre d’onde k et introduisons quelques
notations : soit le problème transverse{

∆⊥θ + k2θ = 0 dans Σ,
∂νθ = 0 sur ∂Σ.

(2)

Nous noterons (k2
n, θn) les couples de valeurs propres

et vecteurs propres de ce problème (k2
n = n2π2/d2).

βn =
√

k2 − k2
n sera appelé le nombre d’onde du mode n et θn

la n-ème fonction transverse. Notons qu’il existe un nombre
fini N de modes propagatifs (βn réel) et un nombre infini de
modes évanescents (βn imaginaire pur). Enfin, un mode a
pour expression

u±n (x1, x2) = θn(x2)e±iβn x1 ,

le signe faisant référence au sens de propagation selon l’axe
du guide.
Notons us±

n le champ diffracté associé au mode u±n . Celui-ci
est alors solution du problème de diffraction

∆us±
n + k2us±

n = 0 dans Ω,
∂νus±

n = 0 sur Γ,
us±

n = −u±n sur ∂D,
(CR),

(3)

avec (CR) une condition de radiation qui régit le
comportement du champ à l’infini. Nous pouvons désormais
introduire la matrice de scattering S, dont les coefficients
sont les projections sur les sections Σ±R des champs
diffractés associés aux modes propagatifs selon les fonctions
transverses θn. Cette matrice peut être décomposée en 4
blocs suivant la section sur laquelle a lieu la projection et le
sens de propagation du mode considéré :

us+
n |Σ±R =

∑
m≥0 S +±

mnθm, us−
n |Σ±R =

∑
m≥0 S −±mnθm,

S =

(
S +− S −−

S ++ S −+

)
Cette matrice est donc de taille 2N × 2N.
La LSM modale consiste alors en la résolution du système

S

(
K 0
0 K

)
h =

(
G−(z)
G+(z)

)
,
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avec K la matrice diagonale N × N, de coefficients eiβnR/2iβn

et  G−m(z) = eiβm(R+z1)

2iβm
θm(z2),

G+
m(z) = eiβm(R−z1)

2iβm
θm(z2),

, m = 0, . . . ,N − 1, (4)

et ce pour chaque point z de l’échantillonnage de la portion
de guide à tester. D’après [2], la fonction ψ(z) = 1/||h(z)|| est
alors une fonction caractéristique du défaut.
Pour résoudre ce système, il est donc nécessaire de construire
la matrice de scattering, ce qui nécessite de connaı̂tre le
champ sur deux sections de part et d’autre de la portion de
guide à tester.
Notons que, comme mentionné dans [2], au cas où l’accès
est limité à un côté de la portion à contrôler : le système est
alors, si nous nous plaçons par exemple à gauche du défaut

S +−Kh̃ = G−(z).

3 Extension aux sources et mesures
surfaciques

Nous considérons à présent une source sur le bord de
notre guide. Le problème s’écrit alors

∆u + k2u = 0 dans W,
∂νu = φ sur Γd,
∂νu = 0 sur Γ0,
u = 0 sur ∂D,
(CR)

(5)

La solution de ce problème est la somme d’un champ
incident ui et d’un champ diffracté us.
Commençons par exprimer le champ incident ui. Celui-ci
est solution du problème de propagation dans le guide sans
défaut 

∆ui + k2ui = 0 dans W,
∂νui = φ sur Γd,
∂νui = 0 sur Γ0,

(CR)

(6)

Soit y = (y1, d), y1 ∈ R. Alors la fonction

G(x, y) = −
∑
n≥0

1
2iβn

eiβn |x1−y1 |θn(d)θn(x2)

est solution de (5) avec φ = δy1 . Nous en déduisons que la
solution de (6) pour φ une fonction suffisamment régulière
est

ui(x1, x2) = −
∑
n≥0

1
2iβn

θn(x2)θn(d)
∫
R

eiβn |x1−y1 |φ(y1)dy1

Enfin, le champ diffracté us est solution du problème de
diffraction suivant

∆us + k2us = 0 dans W,
∂νus = 0 sur Γ,
us = −ui sur ∂D,

(CR)

(7)

Nous considérons à présent une configuration réaliste,
à savoir où les points source et les points de mesure sont
éloignés du défaut. Pour cela, introduisons les points xs±

1 =

±(R+ sδ), avec δ > 0 et s = 0, . . . ,M−1, M ≥ N. On suppose

que φ = g(. − xs±
1 ) avec g une fonction paire. Nous avons

deux possibilités, suivant que la source se trouve à gauche
ou à droite le défaut. Nous ne traiterons ici que le cas où la
source se situe à gauche, l’autre cas étant analogue. Puisque
xs−

1 = −(R + sδ), nous pouvons écrire

ui = −
∑
n≥0

eiβnR

2iβn
αnθn(d)eisβnδu+

n ,

avec αn =
∫
R

e−iβnzg(z)dz.
Par linéarité, nous avons l’expression suivante pour le champ
diffracté :

us = −
∑
n≥0

eiβnR

2iβn
αnθn(d)eisβnδus+

n ,

Nous avons à nouveau deux possibilités, suivant que le
point de mesure considéré se trouve à gauche ou à droite du
défaut. Nous ne considérerons que le cas où la mesure se
trouve après le défaut. Nous avons à présent besoin du lemme
suivant, prouvé dans [2], pour lier les données à la surface à
celles dans la section :

Lemme Pour tout s et tout h ∈ H1/2(Σs), le problème
∆u + k2u = 0 dans (s,+∞) × (0, d),
∂νu = 0 sur (s,+∞) × ({0} ∪ {d}),
u = h sur Σs,
(CR)

(8)

possède une unique solution dans H1((s, t)× (0, d)) pour tout
t > s

u(x1, x2) =
∑
n≥0

(h, θn)seiβn(x1−s)θn(x2),

avec (., .)s le produit scalaire sur L2(Σs).
Nous pouvons appliquer ce lemme aux champs diffractés
correspondants aux différents modes :

us+
n (xr+

1 , d) =
∑

n≥0 (us+
n (R, .), θm)Reirβmδθm(d)

=
∑

m≥0 S ++
mneirβmδθm(d).

En injectant cette relation dans l’expression du champ
diffracté et en tronquant les sommes en ne considérant que
les modes propagatifs (nos points étant loin du défaut, nous
supposons que toute l’information est portée par les modes
propagatifs), nous obtenons la matrice de mesure M. Par
exemple, le terme général du bloc M++ correspondant à la
mesure r associée à la source s s’écrit

M++
rs = us(xr+

1 , d)
= −

∑N−1
m=0

∑N−1
n=0 eirβmδθm(d) eiβnR

2iβn
S ++

mnαnθn(d)eisβnδ.

Nous pouvons alors écrire ce système matriciellement :
Soient V la matrice de Vandermonde de taille M × N,

Vmn = eimβnδ, m = 0, . . . ,M − 1, n = 0, . . . ,N − 1,

et A et T les matrices diagonales de taille N × N dont les
coefficients sont respectivement αn et θn(d). La relation
devient

M++ = −(VT )(S ++K)(VT A)T .

En appliquant le même raisonnement aux trois autres
configurations nous obtenons finalement

M = −RUET
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avec

M =

(
M+− M−−

M++ M−+

)
, R =

(
VT 0
0 VT

)
,

U = S

(
K 0
0 K

)
, E =

(
(VT A)T 0

0 (VT A)T

)
,

M étant donc de taille 2M × 2M.
Connaissant M, nous pouvons donc ensuite calculer U par
inversion de R et E et utiliser la LSM modale. L’inversion de
R et E revient à celle de V?V .

3.1 Optimisation du choix des sources et
récepteurs

La matrice V dépend des nombres βn, du nombre de
points de la grille M et du pas δ. Si les nombres βn sont
caractéristiques du guide considéré, les paramètres M et δ
peuvent être optimisés.
Une première condition pour que la matrice V?V soit
inversible est que V soit injective, ce qui revient à
(βn − βm)δ/2π < Z qui ne soit pas un multiple de 2π quelques
soient m , n, 0 ≤ m, n ≤ N − 1. Or, avec λ = 2π/k la
longueur d’onde,

βnδ

2π
=

√
1 − n2 λ

2

4d2

δ

λ
,

ce qui implique que |βn −βm|δ/2π < δ/λ. Finalement, il suffit
d’avoir δ ≤ λ pour que V?V soit inversible.
Toutefois, nous prévoyons d’appliquer la méthode pour
des données présentant une erreur. Il est donc important de
s’intéresser aussi au conditionnement de V?V . Pour ce faire,
introduisons la distance modulo 1

dw( f , g) = inf
q∈Z
| f − g + q|,

qui nous permet de définir la séparation minimale entre les
coefficients

∆ = min
n,n′=0,...,N−1,n,n′

dw(
βnδ

2π
,
βn′δ

2π
).

Nous savons d’après [5] que, si M > 1/∆ + 1, alors nous
pouvons majorer le conditionnement κ(V)

κ(V) ≤

√
M + 1/∆ − 1
M − 1/∆ − 1

.

Nous voyons alors que celui-ci tend vers sa valeur optimale,
1, pour M et ∆ croissants. D’autre part, si δ ≤ λ,

∆ =

1 −
√

1 −
λ2

4d2

 δλ .
Nous en déduisons que nous avons intérêt à prendre δ le plus
grand possible, soit δ = λ.Sur la figure 1, κ(V) est représenté
en fonction de δ pour différentes valeurs de M. Nous voyons
la décroissance du conditionnement en fonction du nombre
de points de la grille, ainsi que la valeur critique δ = λ,
au dessus de laquelle la matrice V?V peut ne plus être
inversible.

Figure 1 – Conditionnement de V en fonction du pas δ pour
N = 12 et différentes valeurs de M

3.2 Passage au domaine temporel
Nous revenons dorénavant au problème initial (1). Nous

définissons la transformée de Fourier par rapport au temps

v̂(x, ω) =

∫
R

v(x, t)eiωtdt.

La convention de signe dans eiωt est importante ici pour
sélectionner les solutions sortantes [6], ce qui revient à
vérifier la condition de radiation (CR) dans (6). Alors, pour
ω > 0, la transformée de Fourier v̂(., ω) de la solution de (1)
est solution de (6) avec

k = ω/c, φ = χ̂(ω) f .

Nous considérons donc la famille de fonctions {g(. −
xi±

1 )/χ̂(ω)} et la solution du problème (1) associée à chacune
de ces fonctions en chaque récepteur xr±

1 . Nous soustrayons
à ces données le champ incident correspondant (solution
du même problème sans le défaut) pour obtenir le champ
diffracté. Après transformée de Fourier, nous nous retrouvons
dans la situation précédente et nous pouvons obtenir notre
matrice de LSMU(ω) et une fonction caractéristique ψ(., ω)
du défaut, pour ω dans un intervalle (ω−, ω+), ces fréquences
dépendant de la sollicitation temporelle χ(t) choisie.
Il est donc intéressant de combiner les différentes fonctions
ψ(., ω) pour obtenir la meilleure identification possible.
Deux choix ont été proposées dans [7] pour l’espace libre :
réaliser une sommation ”en série” ou ”en parallèle”, soit

ψs =
(∫ ω+

ω−
|ψ(., ω)|−2dω

)−1/2
, ψp =

(∫ ω+

ω−
|ψ(., ω)|2dω

)1/2
.

Nous optons pour celle en série, étant donné que ses
résultats étaient meilleurs lors des essais numériques.
De plus, contrairement au cas de l’espace libre, un
facteur de normalisation est ajouté pour corriger les
différences d’échelle des fonctions ψ(., ω). Notre fonction
caractéristique a donc pour expression

ψs =

(∫ ω+

ω−

maxz∈G |ψ(z, ω)|2

|ψ(., ω)|2
dω

)−1/2

,

avec G le domaine d’échantillonnage.

Importance du choix de χ Dans les guides d’ondes,
les fréquences pour lesquelles un nombre d’ondes βn est
nul posent problème car les composantes du champ aux
fréquences propres kn ne se propagent pas selon l’axe du
guide. Il est alors important pour nos applications d’éviter
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(a) Fonction χ dont le spectre contient des fréquences de coupure

(b) Fonction χ utilisée dans nos simulations

Figure 2 – Influence de la fonction χ

ces fréquences en choisissant une source temporelle χ bien
adaptée. Nous prenons

χ(t) =

N∑
n≥1

d
dt

[sin(Ant)e−Bn(t−Cn)2
],

les coefficients An, Bn et Cn étant choisis de sorte que le
support de χ̂ évite les fréquences de coupure kn. Nous
présentons figure 2 les champs diffractés mesurés en
deux points de part et d’autre du défaut, obtenus dans les
mêmes conditions hormis la fonction χ, qui dans un cas est
quelconque et excite des fréquences de coupures, et dans
l’autre est celle retenue pour nos simulations.

4 Résultats numériques
Nous considérons ici deux obstacles différents, un carré

et deux rectangles. Deux cas sont considérés : La Linear
Sampling Method modale (figures 3) et celle utilisant des
données temporelles mesurées à la surface (figures 4 et 5).
La figure 4 présente les résultats de la méthode appliquée
pour la même fréquence que dans le cas modal, à titre de
comparaison avec la méthode initiale, et 5 le résultat en
utlisant toutes les fréquences. Les données nécessaires à
l’application des méthodes ont été obtenues numériquement,
au moyen d’un calcul éléments finis pour le calcul fréquentiel
et avec un code éléments finis d’ordre élevé en espace et
un schéma différence finis saute-mouton en temps pour
l’autre cas. Nous voyons que l’identification du défaut
est moins bonne pour les données temporelles en surface
que dans le cas modale. Cela vient à la fois du mauvais
conditionnement de la méthode et de la présence d’une
erreur numérique dans les données provenant du schéma
temporel. Toutefois, les résultats obtenus en utilisant toutes
les fréquences sont proches de ceux de la méthode modale,
ce qui valide notre extension. Enfin, figure 6 est présentée

(a) Un défaut carré

(b) Deux défauts rectangulaires

Figure 3 – Utilisation de la Linear Sampling Method modale

(a) Un défaut carré

(b) Deux défauts rectangulaires

Figure 4 – Utilisation de données temporelles de surface
pour une seule fréquence
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(a) Un défaut carré

(b) Deux défauts rectangulaires

Figure 5 – Utilisation de données temporelles de surface
pour plusieurs fréquences

une étude de sensibilité de l’image en fonction du nombre
de sources et récepteurs. Nous voyons clairement l’image du
défaut s’affiner à mesure que le nombre de points augmente,
ce qui prouve l’importance du bon conditionnement de V?V .

5 Conclusion
Nous avons montré ici la possibilité d’imager un défaut

dans un guide d’ondes à partir de données temporelles
mesurées en surface. Il faut pour cela utiliser un nombre
suffisamment élevé de sources et récepteurs, ainsi qu’un
signal temporel permettant d’éviter les fréquences de
coupure.
Nous avons commencé à adapter cette méthode aux guides
d’ondes élastiques, et nous comptons notamment la tester sur
des géométries en trois dimensions, pour étudier l’influence
de la répartition des points de sollicitation et de mesure sur
la surface. Enfin, nous comptons l’appliquer à des données
mesurées expérimentalement sur une pièce, pour vérifier la
possibilité d’utiliser cette méthode en situation industrielle.
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