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Il est connu que les méthodes de discrétisation conventionnelles telles que la méthode des éléments finis ou
celle des éléments de frontière se trouvent très vite limitées pour traiter des problèmes à moyenne ou haute
fréquence dû au coût informatique exorbitant que celles-ci occasionnent. Les années 90 ont vu l’émergence
de nombreuses méthodes alternatives pour palier ces difficultés (méthodes itératives rapides, décomposition de
domaine, parallélisation,...). Parmi ces développements, l’application de la PUFEM (Partition of Unity Finite
Element Method) pour la résolution de l’équation de Helmholtz a montré des améliorations considérables puisque
qu’elle permet d’obtenir des solutions numériques de très bonne qualité tout en maintenant des faibles niveaux
de discrétisation. Dans cette méthode, l’espace fonctionnel est construit en multipliant les fonctions de forme
classique pour les éléments finis par des fonctions oscillantes, solutions particulières du problème homogène.
Ainsi, les ondes planes progressives sont des fonctions de choix pour l’équation de Helmholtz. Des études de
convergencemontrent que le nombre d’ondes planes augmente linéairement avec la fréquence pour des problèmes
plans et quadratiquement en trois dimensions. On présente dans ce travail le développement de la méthode pour la
simulation de champs de pression acoustique 3D en espace clos.

1 Introduction
Il existe de nombreux champs d’applications pour

lesquels la résolution de problèmes ondulatoires est
inévitable, on peut citer notamment les problèmes de
réduction du bruit dans le domaine du transport terrestre et
aérien, la vibration des structures, la diffraction des ondes
électromagnétiques (signature radar), la diffraction des
ondes dans les solides (exploration pétrolière, contrôle non
destructif), la mécanique quantique, etc...

Il est bien connu que les méthodes de discrétisation
conventionnelles telles que la méthode des éléments finis
(FEM) ou celle des éléments de frontière (BEM) se trouvent
très vite limitées pour traiter des problèmes à moyenne
ou haute fréquence dû au coût informatique exorbitant
que ceux-ci occasionnent. En effet, une description
assez précise du problème requiert d’utiliser environ 10
degrés de liberté par longueur d’onde. Les années 90
ont vu l’émergence de nombreuses méthodes alternatives
pour palier à ces difficultés. On peut citer les méthodes
de décomposition de domaine pour le calcul parallèle,
les méthodes itératives rapides (Fast Multipole Method,
Adaptive Cross Approximations,...), les méthodes spectrales,
les approximants de Padé pour l’analyse multifréquence, les
méthodes de réduction modale. On trouvera des références
utiles dans [1, 2, 3, 4]. Pour des fréquences suffisamment
élevées, les méthodes énergétiques (Statistical Energy
Analysis, Dynamic Energy Analysis...) ou les méthodes
asymptotiques [5] (lancer de rayons, théorie géométrique
de la diffraction, optique ou acoustique physique) sont
privilégiées. Ces méthodes, bien qu’approximatives
permettent néanmoins des prévisions réalistes pour un coût
numérique raisonnable.

Il existe une autre classe de méthodes, appelées parfois
méthodes de Trefftz, qui différent des techniques de
discrétisation classique par l’emploi de nouvelles bases de
fonctions oscillantes, solutions particulières du problème
homogène. L’exemple le plus fréquemment rencontré étant
l’utilisation des ondes planes progressives pour l’équation
de Helmholtz. Parmi ces développements, on peut citer la
Partition of Unity Finite Element Method (PUFEM) [6, 7]
la formulation ultra-faible (UWF) [8, 9] qui peut être vue
comme faisant partie des méthodes de Galerkin discontinues
[10], la Discontinuous Enrichment Method (DEM) [11],
la Wave Based Method (WBM) [12] et la Variational
Theory of Complex Rays (VTCR) [13]. Ces méthodes
différent essentiellement par le traitement des conditions de
transmission entre les sous-domaines, les conditions aux

limites du domaine et le type de fonctions de forme utilisé.

2 Convergence de la base d’ondes
planes pour l’équation de Helmholtz

La décomposition en ondes planes est très utilisée
pour la synthèse des champs sonores (auralisation) [14]
ainsi que dans les méthodes de résolution rapide par
équations intégrales [15]. Cette décomposition provient de la
discrétisation d’un champ d’onde régulier qu’on peut écrire
sous la forme intégrale

φ(x) =
∫
S d
A(ξ)eikξ·xdξ, (1)

où les directions d’onde ξ parcourent la sphère unité S d
(d est la dimension du domaine) et k le nombre d’onde.
L’exemple le plus connu d’une telle représentation est
certainement l’intégrale de Bessel (eq. 9.1.21 dans [16]). La
discrétisation de (1) aboutit à une somme finie de Q termes :

φ(x) ≈
Q∑
q=1
Aqeikξq·x, (2)

où les directions ξq sont des points d’intégrations sur
la sphère et les Aq les coefficients d’onde associés.
L’erreur d’approximation (ou de discrétisation) dépend
essentiellement (i) du comportment du champ d’onde
que l’on cherche à synthétiser (propagatif, évanescent ou
quasi-singulier), (ii) du domaine (nécessairement borné)
d’approximation et (iii) du choix des directions d’ondes.

Dans le cas d’un champ bidimensionnel, on montre qu’on
peut approcher une onde plane arbitraire dans un disque de
rayon a par Q ondes planes régulièrement réparties (voir Fig.
1) avec une erreur d’approximation en QJQ/2(ka) [17]. A
haute fréquence (ka � 1), le nombre d’onde plane doit être
choisi de telle sorte que

Q = 2ka(1 + δ), (3)

où la fonction δ dépend de ka et du niveau d’erreur souhaité.
En pratique, δ est une faible quantité (δ ∼ 10−1) pour
garantir une approximation de bonne qualité. Dans la limite
des hautes fréquences ka → ∞, l’erreur d’approximation
est nulle lorsque Q∞ = eka. Notons que le critère (3)
correspond également au nombre de termes qu’il faut
conserver dans la série de Jacobi-Anger pour garantir une
bonne approximation d’une onde plane dans le disque.
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Pour approcher une onde circulaire normalisée φ(x) =
Jn(k|x|)/Jn(ka)einθ, il faut que

Q > ka + n, (4)

pour garantir une bonne approximation. Lorsque n > ka,
l’onde est évanescente radialement et devient super-
oscillante selon θ et le nombre de degrés de liberté augmente
nécessairement. Si n est trop grand, les coefficients Aq
divergent et le système algébrique associé au problème
devient mal conditionné. Ceci montre que si les coefficients
sont calculés avec la précision machine standard (double
précision), il devient très difficile de simuler des ondes
fortement évanescentes.

?

Figure 1 – Approximation d’une onde plane arbitraire dans
R
2 par un système d’ondes planes régulièrement réparties.

L’analyse de convergence dans l’espace (d = 3) est plus
délicate car la discretisation d’une sphère n’est pas triviale
et le choix des points d’intégration n’est pas unique [18].
On peut cependant reprendre certains principes évoqués dans
le cas d’un champ bidimensionnel : le nombre de directions
suffisant pour reconstruire une onde plane arbitraire dans un
domaine sphérique de rayon a est directement lié au nombre
de termes qu’il faut conserver dans la série de Gegenbauer

eikξ·x ≈ 4π
L−1∑
�=0

�∑
m=−�

i� j�(k|x|)Ym�
∗(ξ)Ym� (x̂) (5)

(ici x̂ = x/|x|) pour garantir une bonne approximation dans
le domaine. Pour les hautes fréquences ka � 1, il est montré
qu’il faut prendre [14] :

L = ka(1 + c(ka)−2/3) (6)

où c dépend essentiellement du niveau de précision souhaité.
Ainsi le nombre de termes, donné par N = L2, augmente
quadratiquement avec la fréquence et on peut anticiper
qu’une onde plane arbitraire (ou une somme finie d’ondes
planes) peut être reconstruite avec

Q ≈ (ka)2(1 + δ), (avec δ ∼ (ka)−2/3) (7)

ondes planes régulièrement réparties sur la sphère unité.
L’estimation (7) est optimale pour des champs propagatifs
mais n’est pas adaptée si l’on veut simuler des champs
fortement évanescents ou quasi-singulier (un monopole
placé très près du domaine par exemple). Dans tous les
cas, on peut néanmoins faire l’hypothèse que Q ∼ (ka)2.
Pour garantir une distribution homogène des directions de
propagation, on peut s’inspirer d’une méthode d’équilibrage
éléctrostatique de Q charges identique placées dans une
cavité sphérique [19]. La Figure 3 illustre la répartition de
Q = 30 ondes planes suivant ce principe.

En résumé, le comportement asymptotique est
Q ∼ (ka)(d−1) et le gain espéré par rapport aux éléments
finis classiques dont la complexité varie au moins en (ka)d
s’avère significatif à haute fréquence.

Figure 2 – Directions d’onde planes régulièrement réparties
sur la sphère unité.

3 Les éléments finis enrichis en 3D
Le développement des éléments finis enrichis pour la

propagation des ondes acoustiques et poroélastiques dans
des domaines bidimensionnels a fait l’objet de publications
récentes par les auteurs de cet article [20, 21]. Il s’agit ici
d’étendre la méthode pour simuler des champs acoustiques
dans des cavités 3D. On veut résoudre l’équation de
Helmholtz

Δφ + k2φ = 0 (8)

dans un domaine bornée Ω de frontière Γ = ∂Ω. La forme
variationnelle associée s’écrit

δΠ = 0, (9)

où Π est la fonctionnelle

Π =
1
2

∫
Ω

[(∇φ)2 − k2 φ2] dΩ −
∫
Γ

φΛ dΓ (10)

et Λ = ∂nφ. L’idée de la PUFEM consiste à enrichir la base
polynomiale classique par des ondes planes propagative :

φ(x) =
4∑
j=1
Nj

Qj∑
q=1
Ajq exp(ikξ jq · x) (11)

Ici, les fonctions Nj sont les fonctions de forme linéaires
associé à un tétraèdre à 4 noeuds et les Ajq peuvent être
interprétés comme les amplitudes des ondes planes. Notons
qu’à chaque noeud j, on associe une base d’onde plane de
directions ξ jq (ces bases ne sont pas forcément identiques).
La première étape consiste à faire une partitionnement du
domaine Ω =

⋃
eΩe (e designe le numéro de l’élement)

et, après substitution dans la forme variationnelle, les
coefficients de la matrice PUFEM se calculent via

I = −k2(1 + ξ′ · ξ′′)
∫
Ωe

N j′NjΦ dΩ

+ ik
[
ξ′ ·

∫
Ωe

∇NjNj′Φ dΩ + ξ′′ ·
∫
Ωe

∇Nj′NjΦ dΩ
]

+

∫
Ωe

∇Nj′ · ∇NjΦ dΩ, (12)
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où Φ = exp(iκd · x) avec

κ = k|ξ′ + ξ′′|, d =
ξ′ + ξ′′

|ξ′ + ξ′′ |
.

Ici, les symboles ′ and ′′ permettent d’identifier la fonction
originale de la fonction test. Notons que les intégrales
volumiques se simplifient dans le cas (étudié ici) où la
transformation géométrique x = x(ζ1, ζ2, ζ3) est linéaire
(voir Fig. 3). Par application du théorème de Green, cela
entraine que

∫
Ωe

F φ = −
∫
∂Ωe

(εFd + ε2∇F + ε3ΔFd) · n φ (13)

où ε = i/κ et F désigne une fonction quadratique par rapport
aux variables locales (ζ1, ζ2, ζ3). On peut itérer la procédure
et réduire les integrales de surfaces en intégrales simples, ces
dernières étant calculées analytiquement.
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Figure 3 – Elément de type tétraèdre linéaire.

4 Tests de convergence
Le but de cette section est d’évaluer les performances

numériques de la technique proposée en termes de précision
et de complexité. Ici, l’idée est de tester la convergence de la
méthode sans modifier le maillage de la PUFEM. En d’autres
termes, nous effectuons un ‘Q-refinement’ par opposition à
un ‘h-refinement’. Grâce à de nombreux tests numériques, il
a été observé que les propriétés de convergence dépendent
principalement de 2 paramètres : la taille de l’élément h j
défini comme la longueur d’arète la plus grande attaché au
noeud j et la fréquence adimensionnée kh j (quantité que
l’on peut interpreter comme le nombre de longueurs d’onde
dans l’élément). Dans la suite, on peut supposer que le
nombre d’ondes planes associé à chaque noeud doit varier
quadratiquement de telle sorte que

Qj = C(kh j)2. (14)

Le coefficient C doit être vu comme une fonction de kh j
et doit être ajusté suivant la configuration étudiée et le
niveau de précision souhaité. On se propose de décrire
le comportement de C en choisissant un problème de
propagation d’onde simple pour lequel une solution exacte
est facilement disponible. Ainsi, nous considérons une onde
plane incidente arbitraire se propageant dans un tétraèdre
isocèle (longueur d’arêtes égales). La direction de l’onde
plane incidente est toujours choisie de telle sorte qu’elle soit
la plus éloignée possible des directions de la base d’ondes
planes PUFEM. La Figure 4 montre le comportement de
C en fonction de la fréquence. Les courbes concernant

le tétraèdre régulier sont obtenues pour deux niveau de
précision 0.1% et 1%. Un autre scénario similaire a été
testé avec pour un cube régulier comprenant 24 éléments.
Ici seule la courbe associée à 1% de précision d’erreur est
affichée. Pour ce cas précis, il se trouve que le niveau de
discrétisation est plus élévé pour atteindre une précision de
1% par rapport au cas d’un seul élément tétraèdrique. Dans
tous les cas, la précision du calcul est controlée par l’erreur
quadratique sur la surface du domaine :

ε2 =
‖φex − φ‖L2(Γ)

‖φex‖L2(Γ)
. (15)

Cette série de test montrent que le coefficient C se
situe généralement dans l’intervalle [0.1-0.7] tant que
la fréquence est suffisamment élevée par rapport à la
longueur de l’élément. On remarque que C se comporte
asymptotiquement comme C ≈ C∞ + (kh j)−α, ce qui est en
accord avec l’analyse précédente.
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Figure 4 – Niveau de discrétisation requis en fonction de la
fréquence adimensionnée et de la précision souhaitée.

Une deuxième série de tests concerne le cas d’un
monopole placé en x0 dans une cavité cubique rigide, le
champ vérifie

Δφ + k2φ = δ(x − x0). (16)

Ce problème admet une solution exacte sous la forme
modale :

φex =
∑
m

ψm(x)ψm(x0)
k2 − k2m

(17)

où (ψm, km) sont les modes de cavité (normalisés). Afin
de s’affranchir de la singularité, on fait la décomposition
suivante : φ = φI + φS où φI = exp(ik|x − x0|)/(4π|x − x0|)
est le champ incident et φS est le champ diffracté (donc
régulier) calculé par la PUFEM. La cavité cubique contient
24 éléments tétraédriques de taille h et on note Q le nombre
d’ondes planes associé à chaque noeud du maillage. La
convergence de la solution en fonction de Q est reportée sur
la Figure 5. La stabilisation du niveau d’erreur provient de
la troncature de la série modale (17). Dans cette étude, la
fréquence adimensionnée est prise suffisamment haute (ici,
kh = 30) de telle sorte que le niveau de discrétisation soit
optimal (voir Fig. 4). Dans cet exemple, on peut tirer profit
du fait que la solution recherchée est purement réelle. La
base d’onde planes étant nécessairement complexe, on peut
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estimer le niveau d’erreur à partir de la partie imaginaire
de la solution calculée. On propose ainsi, une estimation de
l’erreur :

ε̃2 =
‖�(φ)‖L2(Γ)
‖�(φ)‖L2(Γ)

, (18)

ne nécessitant pas la solution analytique ! (cette procédure
n’est pas possible avec la FEM standard à matrices
réelles). Les résultats de la Figure 5 montrent clairement
la corrélation entre les deux définitions (15) et (18). La
troisième courbe provient d’un calcul direct du champ total,
présentant une singularité au voisinage de x0, indiquant que
la base d’onde plane ne peut pas simuler correctement des
sources singulières (ou quasi-singulières).

100 200 300 400 500 600 700

2(%
)
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10-2

100

102

104

Q

Figure 5 – Monopole placé près du centre d’une cavité
cubique rigide (kh=30). Critère d’erreur calculé à partir de

(15) (trait pointillé), et (18) (trait plein).

5 Applications
On cherche ici à simuler le champ sonore dans une

chambre réverbérante 1 dont la partie supérieure (‘roof’
comme indiqué sur la Figure 6) est traitée acoustiquement.
On suppose que le traitement est localement réactif et on
pose que

∂nφ = ikYφ, (19)

où Y = 1/Z est l’admittance et Z, l’impédance de paroi
rapportée à l’impédance caractéristique du milieu. La source
est un monopole placé au milieu de la cavité au point
x0 = (0, 0, 0.5).

Dans un premier temps, on considère le problème
artificiel (non absorbant) où l’impédance est purement
imaginaire : Z = 2i. La Figure 7 montre le champ acoustique
obtenu dans la cavité à la fréquence f = 1620 Hz. Ceci
correspond à kh = 60 où h ≈ 2m est la longueur d’arête
la plus grande. Le nombre d’ondes planes attachées aux
noeuds est choisi de telle sorte que Qj = 2C(kh j)2 (c’est à
dire deux fois plus que le cas ‘optimal’ (14)). Le nombre
de total de degrés de liberté étant d’environ 12400, ce qui,
rapporté à la longueur d’onde, correspond à 2.4 degrés de
liberté par longueur d’onde. Dans le cas présent, ∂nφ et par
conséquent le champ total sont à valeur réelles. On peut ainsi

1. Les dimensions sont celles de la chambre réverbérante de supmeca,
St-Ouen

ROOF

Figure 6 – Chambre réverbérante, maillé avec des éléments
tétraédriques linéaires.

estimer l’erreur en utilisant (18) et on trouve que ε̃2 ≈ 1%.
On répète la même opération avec un traitement absorbant et
Z = 2 + 2i. Le champ correspondant est illustré sur la Figure
8. On voit que le traitement diminue l’amplitude du champ
sonore par un facteur 10.

Figure 7 – Champ acoustique, |φ|, à la fréquence f = 1620
Hz (traitement acoustique avec Z = 2i).

6 Conclusions
Les proprietés d’approximation d’un champ d’onde

régulier par une somme d’ondes planes dont les directions de
propagation sont uniformément réparties dans l’espace sont
rappelées. On montre que, par rapport à une discrétisation en
volume classique, l’approximation par ondes planes permet
de gagner une dimension en espace comme les équations
intégrales. Ces propriétés sont mises à profit dans la méthode
des éléments finis enrichis à ondes planes. La méthode
a été développée pour le calcul des champs acoustiques
dans des cavités tridimenssionnelles en présence (ou non)
d’un traitement absorbant localement réactif en paroi. Les
résultats sont en accord avec les prédictions théoriques.
Dans le cas d’un champ purement réel, une estimation
systématique de l’erreur est rendue possible à partir de la
partie imaginaire de la solution calculée (eq. (18)).
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Figure 8 – Champ acoustique, |φ|, à la fréquence f = 1620
Hz (traitement acoustique avec Z = 2 + 2i).
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