
C F A / V I S H N O 2 0 1 6
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Ce travail a pour but de comparer l’efficacité de méthodes de réduction par projection modale appliquées à des
structures munies de matériaux viscoélastiques, couplées à un fluide. Dans le modèle proposé, la structure sandwich
est maillée par des éléments finis et le fluide est pris en compte via une matrice de masse ajoutée. Plusieurs
méthodes de projection modale, adaptées aux structures fortement amorties, sont appliquées au problème couplé
pour prédire l’amplitude de la réponse vibratoire et de la pression rayonnée. Une comparaison des méthodes de
réduction en terme de temps de calcul et de précision de la réponse structurelle et acoustique est ensuite réalisée.
Cette étude comparative permettra d’identifier la méthode de réduction présentant le meilleur compromis entre
ces deux critères, en vue d’une optimisation de l’efficacité du traitement amortissant (e.g. couche viscoélastique
contrainte).

1 Introduction
Dans le domaine naval militaire, la maı̂trise des

performances acoustiques est primordiale. En particulier,
la discrétion acoustique d’un sous-marin passe par une
réduction et un masquage de sa signature acoustique.
Les traitements amortissants par couche viscoélastique
contrainte constituent un pan important des techniques de
réduction de bruit et de vibration. Ils consistent à intégrer
au sein de la structure vibrante une couche d’un matériau
viscoélastique ayant une bonne capacité d’amortissement.
Une partie de l’énergie vibratoire est alors dissipée par
chaleur lors des déformations de cisaillement subies par
la couche viscoélastique. Ce type de traitement passif est
notamment appliqué dans le dôme sonar afin d’atténuer les
bruits parasites liés entre autres à l’écoulement de l’eau, ou
encore dans les pales du propulseur pour éviter les vibrations
et les phénomènes de cavitation [4]. Cependant, la constante
évolution des techniques de contrôle de bruit et de vibration
conduit à rechercher de manière continue des solutions
technologiques de plus en plus performantes, notamment
en optimisant le placement, les dimensions ou encore le
type de matériau des couches viscoélastiques. Pour cela,
des méthodes numériques permettant la prédiction efficace
du niveau de réduction acoustique et vibratoire doivent être
développées.
Des méthodes de réduction par projection modale sont
classiquement utilisées afin de réduire le coût numérique
du calcul de la réponse vibratoire et acoustique. La
difficulté dans l’utilisation de telles méthodes pour traiter
le cas de structures fortement amorties par des matériaux
viscoélastiques réside dans la forte dépendance fréquentielle
des propriétés mécaniques du matériau amortissant. La
méthode des énergies modales [5] conduit généralement
à une surestimation de l’amortissement dans la structure
fortement amortie par des matériaux viscoélastiques. Cette
limitation a donné lieu au développement de plusieurs
méthodes de réduction de modèle par projection modale
adaptées à de telles structures. L’efficacité de ces méthodes
a déjà été testée et comparée dans le cas de structures
fortement amorties par des matériaux viscoélastiques
[3]. Le but de ce travail est d’évaluer et de comparer
l’efficacité de ces méthodes pour la prédiction de la réponse
vibratoire et acoustique de structures amorties par des
matériaux viscoélastiques et couplées à un fluide. Ce
travail concerne plus particulièrement le cas d’un anneau
sandwich bi-dimensionnel, couplé à des liquides interne
et externe (supposés incompressibles), représentatif de
certaines parties d’un sous-marin. Dans le modèle proposé,
la structure sandwich est maillée par éléments finis et
les effets inertiels des fluides interne et externe sont pris
en compte via une matrice de masse ajoutée, calculée de
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Figure 1 – Description du problème étudié.

manière semi-analytique [1].
La modélisation du problème couplé est détaillé dans la
première section, et les méthodes de réduction de modèle par
projection modale utilisées sont décrites dans la deuxième
section. Les résultats de l’analyse comparative sont ensuite
donnés et analysés.

2 Modélisation du problème couplé
Le problème considéré est celui d’un anneau sandwich

bi-dimensionnel couplé à des fluides interne et externe
(Figure 1). Cette section a pour but de décrire la modélisation
de ce problème couplé.

2.1 Modélisation du matériau viscoélastique
Les matériaux viscoélastiques ont un comportement qui

peut être décrit par un module complexe et dépendant de
la fréquence. Un modèle fractionnaire à quatre paramètres
a été utilisé dans ce travail pour décrire la dépendance
fréquentielle du matériau viscoélastique à cœur de la
structure :

G∗(ω) =
G0 + G∞(iωτ)α

1 + (iωτ)α
(1)

où G0 et G∞ sont respectivement le module relaxé et le
module non relaxé, τ est le temps de relaxation et α est
l’ordre de dérivation non entière intervenant dans le loi
constitutive.
Les paramètres de ce modèle ont été identifiés à partir de
résultats d’essais DMA :

G0 = 8.59 104 Pa, G∞ = 5.34 107 Pa,
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Figure 2 – Courbes maı̂tresses du matériau viscoélastique à
la température de référence de 20oC.

τ = 10−4 s, et α = 0.72

La figure 2 montre que ces paramètres conduisent à une
bonne description du comportement viscoélastique du
matériau à cœur. Un coefficient de Poisson de ν = 0.49 est
supposé et la masse volumique du matériau viscoélastique
étudié est donné par le fabricant ρ = 1100 kg/m3.

2.2 Modélisation de la structure
L’anneau bidimensionnel considéré est constitué de

faces élastiques en acier et d’un cœur viscoélastique, dont
les propriétés ont été précédemment décrites. La différence
de propriétés mécaniques entre ces matériaux génèrent
d’important effets de cisaillement transverse qu’il convient
de bien modéliser.
Des éléments de poutre sandwich à quatre degrés de liberté
par nœud sont utilisés pour mailler l’anneau sandwich dans
la circonférence. Cet élément, décrit et utilisé dans [2],
est basé sur les théories en “zig-zag” : des hypothèses de
Bernoulli sont prises pour les faces élastiques en acier et
des hypothèses de Timoshenko sont considérés pour le cœur
viscoélastique.
Les dimensions de la structure étudiée sont données sur la
Figure 1 et les propriétés matériau considérées pour l’acier
sont : un module d’Young de E = 210 GPa, une densité de
ρ = 7800 kg/m3 et un coefficient de Poisson de ν = 0.3.

2.3 Modélisation des fluides interne et externe
La structure sandwich est couplée à des fluides interne et

externe (dans le cadre de cette étude il s’agit d’eau, de densité
ρ = 1000 kg/m3), supposés incompressibles. L’hypothèse
d’incompressibilité est justifiée car les effets radiatifs du
fluide sont négligeables sur la gamme de fréquence étudiée.
Les effets inertiels des fluides sont pris en compte via une
matrice de masse ajoutée, calculée à partir de la solution
analytique d’un anneau mince bidimensionnel, homogène
et élastique donnée par la théorie de Love-Timoshenko
([6],p32).
Pour des structures à géométrie axisymétrique, le
déplacement radial et orthoradial peuvent s’écrire sous

la forme de séries de Fourier :
ur =

u0
r +

∑
m≥1

(
um(s)

r cos(mθ) + um(a)
r sin(mθ)

) eiωt

uθ =

u0
θ +

∑
m≥1

(
um(s)
θ cos(mθ) + um(a)

θ sin(mθ)
) eiωt

(2)

où m est le nombre de composantes harmoniques, um(k)
r et

um(k)
θ sont les coefficients harmoniques correspondant aux

composantes symétriques (k = s) et antisymétriques (k = a)
des déplacements radial et orthoradial :

um(s)
r =

1
π

∫ 2π

0
ur(γ) cos(mγ)dγ

um(a)
r =

1
π

∫ 2π

0
ur(γ) sin(mγ)dγ

um(s)
θ =

1
π

∫ 2π

0
uθ(γ) cos(mγ)dγ

um(a)
γ =

1
π

∫ 2π

0
uθ(γ) sin(mγ)dγ

(3)

Une décomposition harmonique est aussi utilisée pour la
pression dans les fluides interne et externe :

pI =

p0
I (r) +

∑
m≥1

(
pm(s)

I (r) cos(mθ)+

pm(a)
I (r) sin(mθ)

))
eiωt

pE =

p0
I (r) +

∑
m≥1

(
pm(s)

E (r) cos(mθ)+

pm(a)
E (r) sin(mθ)

))
eiωt

(4)

Il est possible de montrer à partir des équations du
mouvement du système couplé que les coefficients
harmoniques de la pression peuvent s’exprimer en fonction
de ceux du déplacement radial, conduisant aux expressions
suivantes de la pression interne et externe :

pI =
∑
m≥1

ρI
rm

mRm−1ω
2
(
um(s)

r cos(mθ) + um(a)
r sin(mθ)

)
pE =

∑
m≥1

ρE
Rm+1

mrm ω
2
(
um(s)

r cos(mθ) + um(a)
r sin(mθ)

) (5)

où ρI et ρE sont les densités des fluides interne et externe
respectivement, R est le rayon moyen de la structure et ω
la pulsation. En discrétisant la structure par éléments finis,
le déplacement radial est exprimé à partir d’un opérateur
N(θ) contenant les fonctions de forme et d’un vecteur Ur de
déplacement radial aux nœuds de l’interface :

ur(θ) = N(θ)Ur. (6)

Ceci permet la construction de deux matrices de masse
ajoutée MI

a et ME
a , qui correspondent aux termes de

couplage entre la structure et les fluides interne et externe
dans les équations du mouvement (voir [1] pour plus de
détails). Le système matriciel obtenu après discrétisation par
éléments finis de la structure est de la forme :[

K∗S(ω) − ω2
(
MS + MI

a + ME
a

)]
U = F (7)
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où K∗S (ω) = Ke + K∗(ω)Ks
v + G∗(ω)Kd

v et MS sont les
matrices de raideur et de masse de la structure, Ks

v et Kd
v

sont respectivement la partie sphérique et déviatorique de
la matrice de raideur associée à la couche viscoélastique, et
Ke est la matrice de raideur associée aux faces élastiques
de la structure. K∗(ω) et G∗(ω) représentent le module de
compressibilité et le module de cisaillement complexes et
dépendant de la fréquence, qui peuvent être décrits par un
modèle fractionnaire à quatre paramètres.

3 Méthodes de réduction par projec-
tion modale

Les méthodes de réduction par projection modales
permettent de calculer à moindre coût la réponse dynamique
d’un système. Cependant, la dépendance fréquentielle des
modules viscoélastiques conduit le problème aux valeurs
propres associé à l’équation (7) à être non linéaire :[

K∗S (λ∗k) − λ∗2k (MS + MI
a + ME

a )
]
Φ∗k = 0, (8)

où la fréquence propre λ∗2k = ω2
k(1 + iηk) et le mode propre

associé Φ∗k sont complexes. Plusieurs méthodes existent
dans la littérature pour résoudre ce problème non-linéaire.
Parmi celles-ci, la méthode asymptotique numérique [7]
permet d’estimer les modes propres solutions de l’équation
(8), qui peuvent être utilisés dans des approches de réduction
modale. Dans [3], plusieurs méthodes alternatives basées
sur la projection modale sont appliquées à une structure
fortement amortie par une couche contrainte viscoélastique
et comparées afin de déterminer les méthodes les plus
efficaces en terme de précision et de temps de calcul. Ce
travail a pour but d’aller plus loin et d’appliquer ces mêmes
méthodes au problème couplé présenté dans la section
précédente. En revanche, ce travail se limite à l’étude de
quelques méthodes de réduction dont :

• La méthodes des énergies modales, qui reste la plus
largement utilisée pour des systèmes peu amortis ;

• L’approche multi-modèle ;

• Deux méthodes d’enrichissement de la base modale,
soit à partir de termes correctifs d’ordre un, soit à partir
des résidus en déplacement.

Les autres méthodes présentées dans [3] et non étudiées
dans ce le cadre de ce travail correspondent à des versions
itératives de la méthodes des énergies modales, qui ont été
identifiées comme moins performantes pour le calcul de la
réponse dynamique de structures sandwich. En outre, ces
méthodes permettent d’estimer efficacement les paramètres
modaux (fréquences propres, amortissement modaux,
déformées modales) et peuvent donc être utilisées dans le
cadre d’une optimisation de la réduction du bruit autour d’un
mode en particulier, comme c’est le cas dans [1].

3.1 Méthode des énergies modales (MSE)
La méthode des énergies modales, développée par

Johnson et Kienholz [5], suppose que les modes propres du
système non amorti sont représentatifs des modes normaux

du système amorti. La base de projection modale est alors
définie de la manière suivante :

TMSE =
[
K−1

S ,0F,Φ1(0), . . . ,Φn(0)
]
, (9)

où K−1
S ,0F correspond à une correction statique, et Φk(0),

appelés pseudo-modes propres, sont réels et sont solutions
du problème aux valeurs propres suivant :[

KS ,0 − λ
2
k(MS + MI

a + ME
a )

]
Φk = 0, (10)

et K0,S = K∗S (ω = 0) est la matrice de raideur statique.
Cette méthode donne de bons résultats lorsque la structure
est faiblement amortie, mais elle conduit à des erreurs
significatives lorsqu’elle est fortement amortie.

3.2 Approche multi-modèles (MM)
L’approche multi-modèles est inspirée des modèles

flous de Takani-Sugeno et consiste à estimer la réponse
d’un système non linéaire en interpolant la réponse de
plusieurs modèles linéaires définis pour divers points de
fonctionnement. Cette approche est appliquée par Balmès [8]
pour estimer une base de projection modale représentative
du problème aux valeurs propres complexes non-linéaire
(Equation 8). Cette base est obtenue en combinant plusieurs
bases modales Tp j et la correction statique :

TMM = [K−1
S ,0F,Tp1 . . .Tpm ]. (11)

Chaque base modale Tp j contient les pseudo-modes propres
solutions du problème aux valeurs propres suivant :[

K∗S (ωp j ) − λ
∗2
k (ωp j )(MS + MI

a + ME
a )

]
Φ∗k(ωp j ) = 0, (12)

où ωp j est fixée a priori. Entre les différentes bases
modales, les pseudo-modes propres peuvent être fortement
colinéaires, ce qui conduit à un mauvais conditionnement
des matrices réduites. C’est pourquoi les vecteurs formant la
base de projection sont orthogonalisés par un algorithme de
Gramm-Schmidt. Dans la littérature, la base de projection
est composée de pseudo-modes propres calculés pour
une matrice de raideur évaluée aux fréquences minimale
et maximale de la gamme de fréquence d’intérêt, ce qui
conduit à une bonne approximation de la réponse dynamique
de la structure.

3.3 Enrichissement de la base de projection
Ajout de corrections d’ordre 1 (MSE+C) La résolution
d’un problème aux valeurs propres réelles implique
généralement un coût de calcul bien inférieur à celui d’un
problème aux valeurs propres complexes. C’est pourquoi la
partie imaginaire de la matrice de raideur est couramment
négligée lors du calcul des pseudo-modes propres formant
la base de projection. En revanche, dans le cas de structures
fortement amorties par des matériaux viscoélastiques, cette
approximation n’est plus valide et peut générer des erreurs
importantes. Plouin et Balmès [9] proposent de limiter ces
erreurs en enrichissant la base modale de l’équation (9) par
les relèvements statiques des efforts résiduels Tck générés
par les pseudo-modes propres Φk issus de la méthode des
énergies modales :
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TMSE+C = [TMSE,K−1
S ,0=(K∗S (λ1))Φ1, . . . ,

K−1
S ,0=(K∗S (λN))ΦN].

(13)

où λk et Φk sont les pulsations propres et les pseudo-
modes propres solutions de l’Equation (10). Comme dans
l’approche multi-modèles, une étape d’orthonormalisation
des vecteurs de la base est appliquée.

Ajout de résidus en déplacement (MSE+R) Le concept
de cette méthode, introduit par Balmès et Bobillot [10], est
d’améliorer la qualité de l’approximation en enrichissant la
base modale de l’Equation (9) par la réponse statique du
résidu en effort :

TMSE+R = [TMSE,Rd]. (14)

où le résidu Rd est calculé de la manière suivante :

Rd(ω) = K−1
S ,0

([
K∗S (ω) − ω2(MS + MI

a + ME
a )

]
Ur(ω) − F

)
.

(15)
Les résidus calculés à la pulsation propre λk du problème
aux valeurs propres non amorti (Equation (10)) sont ajoutés
à la base de projection modale jusqu’à obtenir une précision
satisfaisante de la solution, qui est contrôlée par un critère de
tolérance :

εR =

∣∣∣∣∣∣RT
d KS ,0Rd

∣∣∣∣∣∣
2∣∣∣∣∣∣UT

r K0Ur

∣∣∣∣∣∣
2

< εtol, (16)

où εR est un indicateur d’erreur en énergie de déformation,
basé sur le résidu en déplacement, et εtol est un critère de
tolérance choisi.

4 Résultats de l’analyse comparative
Les méthodes de réduction présentées dans la section

précédente sont appliquées au problème décrit Figure 1
pour calculer la réponse vibratoire de la structure sandwich
annulaire, et pour reconstruire, à partir du vecteur de
déplacement nodal (voir Equation (5)), le champ de pression
à 1 m de la structure vibrante. La gamme de fréquence
étudiée est [0, 100] Hz. La tolérance de convergence de la
méthode d’enrichissement sur les résidus est fixée à 0.1,
et conduit à des bases de projection modale de taille assez
importantes (plusieurs centaines de termes).
Pour chaque méthode testée, deux simulations sont réalisées,
en faisant varier le critère de sélection des pseudo-modes
propres à introduire dans la base de projection : soit l’on
considère tous les pseudo-modes propres étant associés à
une fréquence propre inférieure à la fréquence maximale
d’étude, ici 100 Hz (critère de sélection no1), soit l’on
considère tous les pseudo-modes propres étant associés
à une fréquence propre inférieure à quatre fois fréquence
maximale d’étude, ici 400 Hz (critère de sélection no2).
Afin de comparer la précision de la solution approchée
obtenue, deux indicateurs d’erreur sont calculés :

• l’erreur basée sur la réponse vibratoire calculée par une
méthode directe :

εU(ω) =
||Ur(ω) − U(ω)||
||U(ω)||

(17)

où Ur est le vecteur de déplacements nodaux approché
et U est le vecteur de déplacements nodaux calculé par
une méthode directe.
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Figure 3 – Réponse fréquentielle de la structure au point
d’excitation, calculée par différentes méthodes, en prenant
dans la base de projection tous les pseudo-modes propres
étant associés à une fréquence propre inférieure à 100 Hz.

• l’erreur basée sur la réponse acoustique calculée par
une méthode directe :

εP(ω) =
||Pr(ω) − P(ω)||
||P(ω)||

(18)

où Pr est la pression quadratique moyenne approchée à
1 m de la structure et P pression quadratique moyenne
à 1 m de la structure, calculée par une méthode directe.

Sur les Figures 3 et 4 sont tracées la réponse fréquentielle
calculée par une méthode directe, prise comme référence,
et celles approchées par une des méthodes de réduction
testées pour chaque critère de sélection des modes. Sur les
Figures 5 et 6 sont tracées la pression quadratique moyenne
calculée par une méthode directe, prise comme référence, et
celles approchées par une des méthodes de réduction testées
pour chaque critère de sélection des modes. La base de
projection de la méthode des énergies modales construite à
partir du 2ème critère de sélection des modes contient autant
de termes que celles construites à partir du 1er critère de
sélection des modes pour l’approche modale et l’approche
par enrichissement via l’ajout de termes correctifs d’ordre
1. En revanche, les résultats montrent que la méthode des
énergies modales conduit à des erreurs significatives au
niveau des pics de réponses les plus amortis. De manière
générale, toutes les méthodes de réduction, à l’exception
de la méthode des énergies modales, permettent d’obtenir
les réponses structurelle et acoustique avec une précision
satisfaisante.

Pour permettre une comparaison globale des méthodes
de réduction testées, les Figures 7 et 8 tracent la moyenne
de l’erreur en déplacement ou en pression en fonction du
temps de calcul de la solution approchée rapporté au temps
de calcul de la solution de référence. Les deux marqueurs
tracés pour chaque méthode correspondent aux deux critères
de sélection des modes considérés. Les résultats de cette
étude sont consistants avec les résultats d’une autre étude
sur structure seule ([3]). La méthode des énergies modales
conduit à la solution la moins précise, et la méthode
d’enrichissement de la base modale par des résidus en
déplacement conduit à la solution la plus précise (celle-ci est
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dans la base de projection tous les pseudo-modes propres

associés à une fréquence propre inférieure à 400 Hz.
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Figure 5 – Pression moyenne quadratique calculée par
différentes méthodes à 1 m de la structure, en prenant dans

la base de projection tous les pseudo-modes propres
associés à une fréquence propre inférieure à 100 Hz.
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Figure 6 – Pression moyenne quadratique calculée par
différentes méthodes à 1 m de la structure, en prenant dans

la base de projection tous les pseudo-modes propres
associés à une fréquence propre inférieure à 400 Hz.
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rapportée au temps de calcul de la solution de référence.
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Figure 8 – Erreur moyenne en pression en fonction du
temps de calcul de la réponse structurelle approchée

rapportée au temps de calcul de la solution de référence.

contrôlée par la tolérance choisie). En revanche, l’approche
multi-modale et l’approche consistant à enrichir la base de
projection par des termes correctifs d’ordre 1 constituent le
meilleur compromis entre temps de calcul et précision de la
solution, que ce soit sur la réponse structurelle ou la réponse
acoustique.

5 Conclusion
Ce travail avait pour but d’évaluer et de comparer

l’efficacité des méthodes de réduction par projection sur
base modale pour la prédiction de la réponse vibratoire
et acoustique de structures amorties par des matériaux
viscoélastiques et couplées à un fluide. Parmi les méthodes
testées, seule la méthode des énergies modales ne permet pas
toujours d’approximer correctement la réponse structurelle et
acoustique, notamment au niveau des pics de réponse les plus
amortis, ce qui est assez critique pour le dimensionnement
de la structure. En revanche, l’approche multi-modale et
l’approche consistant à enrichir la base modale par des
termes correctifs d’ordre 1 permet, pour un coût de calcul
équivalent, d’obtenir une meilleure précision.
Dans ce travail, les fluides interne et externe ont été supposés
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incompressibles, les effets radiatifs du fluide pouvant être
négligés sur la gamme de fréquence étudiée. En revanche,
la gamme de fréquence concernée par des applications de
couches viscoélastiques contraintes dans le dôme sonar est
beaucoup plus élevée, et l’hypothèse d’incompressibilité
du fluide n’est plus justifiée. La même approche que celle
considérée dans ce travail peut être adoptée pour le calcul de
matrices de masse ajoutée complexes et dépendantes de la
fréquence, afin de prendre en compte les effets radiatifs du
fluide. Une perspective de ce travail consiste à adapter les
méthodes de réduction par projection modale pour prendre
en compte cette dépendance fréquentielle supplémentaire.
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