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Modèle de fluide équivalent isotrope transverse
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De part leur procédés de fabrication, les matériaux poreux, tels que les laines, présentent des propriétés mécaniques
et acoustiques très différentes dans le plan de dépôt des fibres et suivant sa normale. Cette isotropie transverse a
déjà été observée et peut être intégrée au modèle de Biot par exemple. Cependant, si la raideur du squelette est très
grande ou négligeable devant les effets visco-inertiels et l’élasticité du fluide saturant, il est possible de simplifier le
modèle de Biot pour obtenir 2 modèles de fluides équivalents, soit le modèle de squelette rigide (SR), soit le modèle
limp. Dans ce travail, nous proposons une extension de ces modèles de fluide équivalent pour qu’ils prennent en
compte l’isotropie transverse. Dans ce modèle, la densité effective devient un tenseur d’ordre 2. Ce modèle requiert
la connaissance de la résistance au passage de l’air suivant les 2 directions privilégiées (en première approche).
Des mesures en tube à impédance en incidence normale ont été comparées à un modèle numérique. Un bon accord
est obtenu. Le coût numérique de la résolution est le même que pour un fluide isotrope.

1 Introduction
Les matériaux poreux, comme ceux utilisés dans les

applications d’isolation acoustique sont constitués d’une
phase solide et d’une phase fluide. Leur dynamique et
bien décrite par le modèle de Biot qui prend en compte le
couplage entre le squelette et le fluide saturant les pores
[7, 1].

Cependant, si le contraste de rigidité et de densité entre
les deux phases est suffisamment fort, une modélisation
simplifiée peut être utilisée. On obtient donc i) le modèle de
squelette rigide [1], si la phase solide peut être considérée
comme immobile et ii) le modèle limp [4, 11, 9, 18] si la
rigidité du squelette est très faible devant celle du fluide
saturant. Cette dernière approche conserve les effets inertiels
de la phase solide. Une dérivation de ces modèles, à partir
du modèle de Biot, est donné dans [9].

Les matériaux fibreux tels que la laine de verre, de
part leur procédés de fabrication, possèdent des propriétés
différentes suivant le plan de dépôt des fibres (I) et la
direction qui lui est perpendiculaire (T ). Ce phénomène est
connu depuis de nombreuses années [19, 3, 2, 21, 22, 26] et
de nombreux articles traitent de ce sujet. Une revue rapide
peut-être trouvée dans [1, section 3.7, p. 39]. Par exemple,
Tarnov [21, 22] a montré que la résistance au passage de l’air
peut varier dans un rapport 1/2 à 2/3 entre les directions I et
T suivant l’orientation des fibres dans le plan. Des travaux
plus récents se sont attachés à mesurer l’anisotropie des
paramètres élastiques des mousses [15, 13, 12, 27] et des
paramètres acoustiques [17, 8, 28], telle que la résistance au
passage de l’air, soit par des méthodes directes soit par des
méthodes inverses.

Comme pour le cas isotrope, le modèle de Biot peut
être simplifié pour obtenir un fluide équivalent. L’objet de
cet article est d’étendre les notions de fluides équivalents
pour les fibreux isotropes transverses et en particulier pour
les matériaux limp. Cette idée a été déjà évoquée, mais de
nouveaux résultats expérimentaux illustrent l’intérêt de cette
approche quand les directions sont couplées.

On obtient un modèle de fluide isotrope transverse, c’est
à dire un fluide où la densité a une représentation tensorielle
tandis que le module de compressibilité est un scalaire
[20, 10]. Ce type de modèle s’obtient dans la limite des
basses fréquences (homogénéisation) pour des matériaux
stratifiés [20] dans les cristaux sonique/phononique, pour
des métamatériaux [23, 24], ou encore pour les superfluides
[16, 14].

Dans un premier temps, les bases du modèle de fluide
isotrope transverse sont présentées à partir du modèle
de Biot. Des comparaions du modèle avec des résultats
expérimentaux viennent confirmer l’intérêt de l’approche.

Figure 1 – Matériau transverse isotrope.

2 Fluide isotrope transverse
Ce travail s’intéresse en particulier aux matériaux limp

pour lesquels les effets de l’anisotropie peuvent être très
importants. Le modèle limp est obtenu à partir du modèle de
Biot en supposant que la raideur du squelette est négligeable
devant l’inertie et l’incompressibilité du fluide. Le coton
ou la laine de verre sont typiquement bien décrit par ce
modèle. Cependant, si la résistivité au passage de l’air
devient importante (environ σ > 25000 Nm-4s) on obtient
un paradoxe. D’un coté, le matériaux doit avoir un squelette
mou et de l’autre, le squelette doit être suffisamment rigide
pour éviter une déformation qui limiterait la résistance au
passage de l’air. Cette observation est le point de départ de
ce travail.

Le modèle de fluide isotrope transverse (IT) est obtenu
en partant des équations du mouvement de la théorie de
Biot [6, 7]. Dans sa version originale, les variables sont
le déplacement de la phase fluide U et le déplacement de
la phase solide u. Cependant, une version alternative a été
proposée par Dazel et al. [9]. Celle-ci est bien adaptée ici car
elle fait apparaître le tenseur des contraintes solide in vacuo
σ̂ ce qui permet d’étudier simplement les valeurs extrêmes
de rigidité. Cette formulation utilise le déplacement de la
phase solide u et uw qui est équivalent au déplacement total
ut = φU+ (1−φ)u tant que le module d’incompressibilité du
squelette est faible devant celui du matériaux le constituant
(cette hypothèse est toujours vérifiée ici). Cette formulation
a été étendue au cas IT par Khurana et al. [15].

Sans perte de généralité, les axes principaux du tenseur
sont choisis de façon à coïncider avec les axes du système de
coordonnées (ex est la direction transverse T , perpendiculaire
aux directions ey et ez qui définissent le plan d’isotropie). On
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rappelle les équations du mouvement données dans [15],

∇ · σ̂(u) = −ω2ρsu − ω2γρequw,
Keq∇(∇ · uw) = −ω2γρequ − ω2ρequw,

avec, Keq le module d’incompressibilité de la phase fluide.
Le tenseur de couplage γ et les densités effectives ρeq et ρs
s’écrivent

γ = φ

(
ρ
−1
22ρ12 −

Q
R
I
)
,

ρeq = ρ22/φ
2,

ρs =
(
ρ11 − ρ

2
12ρ
−1
22

)
+ γ2ρeq,

où I est la matrice identité, R le module effectif
d’incompressibilité de la phase fluide, Q indique le
couplage entre les deux phases par dilatation volumique et
φ est la porosité. Tous ces tenseurs du second ordre sont
diagonaux et sont reliés aux densités effectives de Biot

ρi j = diagρki j, k = x, y, z. (1)

où chaque terme ρki j est donné par

ρk12 = φρ f (1 − α
k),

ρk22 = φρ f − ρ
k
12,

ρk11 = (1 − φ)ρm − ρ
k
12.

Ici, ρm représente la densité du matériaux de la phase
solide et ρ f la densité du fluide saturant. Ils sont supposés
identiques dans toutes les directions. Les pertes visqueuses
sont intégrées à la tortuosité dynamique αk dans la direction
k (voir appendice A). Elles dépendent de la résistance
au passage de l’air σ et des longueurs caractéristiques
visqueuses Λ. Ces quantités ont une représentation
tensorielle :

σ = diagσk, k = x, y, z, (2)

et
Λ = diagΛk, k = x, y, z. (2)

Notons qu’une expression similaire peut être établie pour
la limite haute fréquence de la tortuosité αk

∞
. Dans le

cas des laines, on a généralement αk
∞
≈ α∞ ≈ 1 et cette

aproximation sera conservée ici. Il a été mesuré et montré
théoriquement [22, 21, 28] que la résistance au passage l’air
est plus grande dans la direction de dépôt des fibres que
entre deux plans de dépôt.

Tarnow [22] souligne que, pour de la laine de verre,
la rigidité suivant la direction de dépôt des fibres peut
être jusqu’à 50 fois plus faible que la rigidité dans le
plan des fibres. Il est donc raisonnable de supposer que le
comportement tend vers celui d’un fluide équivalent avec un
squelette rigide dans le plan et vers un comportement limp
suivant la direction de dépôt des fibres. Dans ces conditions,
le système (1a) se simplifie :

uT = −
ρTeq

ρTs
γTuwT ,

uI = 0,

et (1b) devient

Keq∇(∇ · uw) = −ω2ρuw, (3)

Table 1 – Propriétés du matériaux.
φm σT σI α∞ ΛT ΛI Λ′ ρ1
- [Nm-4s] [Nm-4s] - [μm] [μm] [μm] [kgm-3]

0.98 38 000 16 720 1.0 48 48 96 16

où
ρ = diag

(
ρT� , ρ

I
eq, ρ

I
eq

)
. (3)

le tenseur de densité effective fluide anisotrope transverse. Il
fait intervenir la densité effective du modèle limp :

ρT� = ρ
T
eq

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝1 − ρ
T
eq(γT )2

ρTs

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (3)

dans la direction transversale et celle du modèle de squelette
rigide dans le plan d’isotropie ρIeq.

On rappelle que la pression dans le fluide est donnée par
[15] p = −Keq∇ · uw. En la combinant avec (10), l’équation
de conservation de la quantité de mouvement, on obtient

−iωρvw = −∇p. (3)

Cette équation reliant la pression à la vitesse vw = −iωuw est
utile en particulier pour l’écriture des conditions aux limites.
Finalement, il est possible de combiner ces deux équations
pour obtenir une équation d’onde scalaire

∇ · (τ∇p) +
ω2

Keq
p = 0, (3)

où on a posé τ = ρ−1. Cette équation est similaire à [10,
Chap. 6] ou [23, Eq. (4)] pour les matériaux à modèle limp.
Dans le cas d’un matériau à squelette rigide, il suffit de
prendre ρ = diag ρkeq. L’intérêt ici est de combiner les deux
modèles, limp et de squelette rigide, dont les comportements
en basse fréquence sont très différents.

Quand le matériau n’est pas aligné suivant ses axes
principaux, le tenseur de densité n’est plus diagonal. Par
exemple si le matériaux est tourné d’un angle θ par rapport
à la direction T , ρ(θ) = R(θ)tρR(θ). Le tenseur est toujours
symétrique car les matrices de rotation sont orthogonales. Il
en découle que les valeurs propres de ρ(θ) sont ρ la densité
suivant les directions principales.

3 Résultats préliminaires
Des mesures ont été réalisées sur le banc d’essai présent

à l’UTC, illustré Fig. 2, conçu en vue de la mesure de la
matrice de diffusion multimodale d’un obstacle sans ou
avec un écoulement de faible vitesse [25, 5]. La veine de
mesure est rectangulaire (0.2 m × 0.1 m) et se termine par
une terminaison anéchoïque à chaque extrémité.

Les mesures sont réalisées sans écoulement, dans la
bande de fréquence [200 Hz - 3.5 kHz], où, au maximum, 10
modes sont propagatifs. La matrice de diffusion, qui contient
les coefficients de réflexion et de transmission, est obtenue
grâce à la méthode multisources [25].

Dans un premier temps des mesures d’absorption sont
réalisées. Pour cela, la matrice de diffusion est mesurée en
bouchant le conduit et en plaçant l’échantillon sur une paroi
rigide. L’absorption est ensuite reconstruite en prenant en
compte les contributions de chaque mode. Cette méthode a
été préférée au tube à impédance classique, car elle permet
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Figure 2 – Banc de mesure de la matrice de diffusion
multimodale - 72 microphones pour une résolution de 10
modes [25].

d’utiliser des échantillons rectangulaires et de grande taille.
Les paramètres acoustiques ont été mesurés au laboratoire de
caractérisation des matériaux poreux du laboratoire Roberval
à l’UTC et sont donnés dans le Tab. 1.

Les résultats sont donnés sur la Fig.3. Les fluctuations
rapides sont associées aux fréquences de coupure du conduit.
Deux épaisseurs de matériaux et deux orientations ont été
mesurées. Pour θ = 0, la direction transverse est alignée avec
l’axe du conduit. Ce cas est similaire à l’emploi d’un modèle
limp 1D. Pour la seconde, θ = π/2, la direction transverse est
perpendiculaire avec le l’axe du conduit. Ce cas est similaire
à l’emploi d’un modèle de squelette rigide 1D.

Les comparaisons entre le modèle et les mesures sont
bonnes pour les 4 configurations, ce qui valide le modèle
scalaire (14). Les effets de l’anisotropie sont clairement
visibles, en particulier en dessous de 1000 Hz.

4 Conclusion
Dans ce travail, nous avons proposé une extension des

modèles de fluide équivalent prenant en compte l’isotropie
transverse dans les matériaux poreux. Dans le cas spécifique
des laines pour lesquelles les propriétés mécaniques et
acoustiques sont très différentes dans le plan de dépôt des
fibres et suivant la direction normale, le modèle proposé
permet, suivant l’orientation des fibres de combiner les deux
modèles : limp et de squelette rigide. Des confrontations
avec des mesures en absorption ont permis de valider notre
approche, en particulier le modèle scalaire donnée par
l’équation de propagation (14).

Dans ce travail, seule la résistance au passage de
l’air pu être mesurée suivant les 2 directions. Les effets
sur la longueur caractéristique visqueuse sont en cours
d’investigation. De mesures sont en cours pour illustrer les
effets du couplage entre les directions.
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Figure 3 – Orientation des fibres (a) et coefficient
d’absorption pour 5 cm (b) et 10 cm (c) de laine. En noir,
θ = 0, i.e. la direction transverse T est alignée avec l’axe
du conduit. En bleu, θ = π/2, la direction transverse est
perpendiculaire à l’axe du conduit.

A Modèle de Johnson-Champoux-
Allard

Les matériaux poreux à squelette rigide sont bien décrits
par le modèle de fluide équivalent de Johnson-Champoux-
Allard [1, Chap. 5]. La tortuosité dynamique s’écrit (e−iωt)
suivant la direction k

αk = αk
∞

(
1 +

iφσk

αk∞ρ fω
GkJ(ω)

)
(3)

et le module d’incompressibilité,

Keq =
γP0/φ

γ − (γ − 1)
[
1 + i 8η

Λ′2 Prωρ f

(
1 − iρ f ω PrΛ

′2

16η

)1/2]−1 . (3)

Ici, GkJ(ω) =
√
1 − 4iα2∞ηρ fω

(σkΛkφ)2 , φ la porosité, σ
k la résistance

au passage de l’air dans la direction k, Λk la longueur
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caractéristique visqueuse dans la direction k, Λ′ la longueur
caractéristique thermique, αk

∞
est la limite haute fréquence

de la tortuosité dans la direction k.
Il est important de noter que la porosité et la longueur

caractéristique thermique restent isotropes [17] car leur
définition n’implique pas de paramètres dépendant de
l’orientation. Par ailleurs, on note γ, le rapport des chaleurs
spécifiques, P0 la pression atmosphérique, Pr, le nombre de
Prandtl et η est la viscosité dynamique.
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