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De nombreuses structures industrielles sont aujourd’hui dimensionnées en fonction de leur comportement 
dynamique. La restitution de la réponse vibro-acoustique complète incluant la partie “moyennes fréquences” est 
hors de portée des outils de calcul actuels basés sur les techniques éléments finis et les schémas numériques 
explicites. Ces stratégies de calcul conduisent à des temps de calcul véritablement prohibitifs. Le calcul de la 
partie dite transitoire de la solution sur la bande « moyennes fréquences » pour des structures industrielles est 
également un grand défi. 
Les approches à base d’ondes constituent  une réponse à ces défis, le problème à résoudre étant alors un 
problème de vibration forcée ou d’acoustique sur une bande de fréquences incluant à la fois les basses et 
moyennes fréquences. Elles entrent pour la plupart dans la grande famille des  méthodes dites « Discontinuous 
Galerkin » car les fonctions de forme sont discontinues d’un sous-domaine à l’autre. 
Dans cette présentation, nous tenterons de donner l’état de l’art tout en suivant notre propre approche appelée  
« Variational Theory of Complex Rays » et son extension « Weak-Trefftz Discontinuous Galerkin method ». 
Outre de nombreuses illustrations numériques, des solutions à des problèmes industriels seront également 
présentées. L’accent sera mis aussi sur les limites de ces approches à base d’ondes et les défis scientifiques 
qu’elles ouvrent. 

 

1  Etat de l’art 

L’élaboration de théories et de stratégies de calcul pour 
traiter les moyennes et hautes fréquences reste un challenge 
d’actualité. Au niveau des moyennes fréquences, des 
approches à base d’ondes ont vu le jour ces dernières 
années et ont permis de reculer considérablement la limite 
des calculs EF traditionnels due à une forte pollution bien 
comprise aujourd’hui. 

Ces méthodes mettent en jeu des fonctions de forme qui 
sont des ondes et donc des solutions des équations 
intérieures. Nécessairement, ces fonctions de forme sont 
discontinues d’un élément à l’autre ou d’un sous-domaine à 
l’autre. Aussi ces méthodes se distinguent par le traitement 
des conditions aux limites et des conditions de transmission 
aux interfaces entre sous-domaines ou éléments ; on peut 
citer  la version de la méthode de la Partition de l’Unité [1], 
l’« Ultra Weak Variational Method » [2,3], la « Plane Wave 
Discontinuous Galerkin Method » [4], la « Least-Squares 
Method » [5,6], la «  Discontinuous Enrichment Method » 
[7,8], l’ «  Element-Free Galerkin Method » [9], la « Wave 
Boundary Element Method » [10], la « Wave-Based 
Method »[11,12] et la « Variational Theory of Complex 
Rays » [15-24]. Ces méthodes pour la plupart entrent dans 
la famille des méthodes de Galerkin discontinues» [13,14]. 
Des résultats mathématiques concernant la convergence 
pourront être trouvés dans [17,18,25]. 

Un grand avantage de la « Variational Theory of 
Complex Rays » (VTCR) est justement que le traitement 
des conditions aux interfaces est automatique. Une autre 
distinction est la prise en compte des modes « bord » ou  
« coin » en vibro-acoustique ce qui est maintenant suivi 
dans la plupart des théories actuelles. La prise en compte 
d’un cadre stochastique ne pose pas de problème 
particulier. Toutefois ces méthodes à base d’ondes qui 
apportent un plus considérable par rapport aux méthodes 
EF traditionnelles sont limitées aux moyennes fréquences. 
En effet, elles conduisent à la résolution d’un système mal 
conditionné qui ne peut pas être traité aujourd’hui  pour de 
trop hautes fréquences surtout dans un cadre stochastique. 
Notons aussi que les approches HF c’est-à-dire la SEA et 
ses approches dérivées n’apportent pas, à part dans des 
situations particulières, de solution pour les MF, car ce sont 

avant tout des approches globales tant en espace qu’en 
fréquence. 

2  La VTCR en tant que DG 
méthode : principes et applications 

2.1  Principes 
Le problème modèle est le problème d’acoustique 

classique défini sur le domaine Ω de frontière 
∂Ω = ∂1Ω ∪∂2Ω qui, avec des notations usuelles, s’écrit 
(voir Fig. 1):  

Trouver u ∈ H1(Ω)  tel que 
(1 + iη) Δu + k2 u + rd = 0 dans Ω      (1) 
u = ud sur ∂1Ω 
(1 + iη)∂nu + h i ku = gd sur ∂2Ω 
 
La DG-formulation variationnelle, sous-jacente à la 

VTCR est équivalente au problème de référence (1). 
Supposons que le domaine  Ω  soit divisé en sous-domaines 
ou éléments ΩE, avec E∈E  (voir Fig. 1). L’interface entre-
deux sous-domaines E et E′ est notée ΓEE′. L’interface entre 
ΩE et la frontière ∂Ω est notée  ΓEE. La VTCR est bâtie sur 
l’espace admissible : 

U = {  u |  u|ΩE∈ UE } 
avec 
UE = {  uE | uE ∈ VE ⊂ H1(ΩE); 

  (1 + iη) Δu + k2 u + rd = 0 on ΩE} 
 
Les espaces vectoriels (avec rd =  0) associés à  U et UE 

sont notés U0 et UE,0. On introduit classiquement : 
 
{u}E E′ = (uE + uE′ )|ΓE E′ et [u]E E′ = (uE − uE′ )|ΓE E′ . 
 
Notant qu = (1+iη)grad u, la VTCR–formulation peut 

s’écrire: Trouver u ∈ U  tel que :    (2)         
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Fig. 1. Left: definition of the computational domain ⌦ . Middle: definition of the subdomains of ⌦ . Right: coupling of the FEM and the VTCR
descriptions (see Section 4).

where @
n

u = grad u · n, n being the outward normal; u is the acoustic pressure; k is the wave number, which is
proportional to the frequency of the problem; h is a constant related to the acoustic impedance; rd and gd are prescribed
acoustic sources over ⌦ and @2⌦ , and ud is the prescribed acoustic pressure over @1⌦ . The damping coefficient ⌘ is
positive or equal to zero. k and h are real, positive and constant values. The prescribed data are rd , ud and gd , which
are assumed to be regular enough for a unique solution to exist in H1(⌦) if ⌘ > 0 (or if ⌘ = 0, but the area in 3D or
the length in 2D of @2⌦ is nonzero). The first equation of (1) corresponds to the classical Helmholtz acoustic problem.
The two boundary conditions correspond to a pressure or to an impedance prescribed over @⌦ .

2.2. The variational formulation of the reference problem associated with the VTCR

Let us first introduce an equivalent formulation of Problem (1) if its solution belongs to U ⇢ H1(⌦). Domain ⌦ is
divided into subdomains ⌦E , with E 2 E (see the middle of Fig. 1). The interface between two subdomains E and E 0

is denoted �E E 0 . The interface between ⌦E and boundary @⌦ (when it exists) is denoted �E E . The VTCR is a Trefftz
approach which uses the affine space:

U =
�

u | u|⌦E 2 U E
 

(2)

with

U E =
n

uE | uE 2 V E ⇢ H1(⌦E ); (1 + i⌘)1uE + k2uE + rd = 0 on ⌦E

o

. (3)

The vector spaces (with rd = 0) associated with U and U E are denoted U0 and U E,0.
Now, in order to develop the discontinuous Galerkin approach, let us denote classically:

{u}E E 0 = (uE + uE 0)|�E E 0

[u]E E 0 = (uE � uE 0)|�E E 0 .
(4)

Denoting q

u

= (1 + i⌘)grad u, the VTCR formulation can be written: find u 2 U such that
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where ⇤̃ and Re(⇤) represent respectively the complex conjugate part and the real part of a quantity ⇤. The quantity
involved in (5) is a dissipation. It is clear that (5) is satisfied by the exact solution of (1). All that has to be done to get
an approximation is to replace U E by the finite-dimension subspace U h

E . The associated spaces are U h and U h
0 . It can

also be noted that it is possible to suppress the real part in (5) because the resulting problem is equivalent to (5). This
will be done in the next sections to generate analytical results.
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 = 0    ∀𝑣 ∊ U0  
     
où « Ã » et Re(A) désignent respectivement le conjugué 

de A et sa partie réelle. La quantité (2) est une dissipation. 
La VTCR est alors obtenue en remplaçant UE par un sous-
espace de dimension finie UhE. Les espaces associés sont 
alors Uh et Uh0 qui remplacent  U et U0  dans la formulation 
(2). Généralement, on utilise des ondes planes ce qui 
suppose que le milieu soit homogène par sous-domaine ; la 
discrétisation est effectuée par sous-domaine sur 
l’amplitude en tant que fonction du vecteur d’onde.  

2.2  Applications 
De nombreuses applications  ont été menées pour 

analyser le comportement de la VTCR ainsi que ses 
performances, tant en acoustique que pour les problèmes de 
vibration et de vibro-acoustique. L’article de synthèse [17] 
reprend les résultats majeurs qui font de la VTCR une 
méthode mature. Les applications industrielles concernent 
le calcul 3D d’un habitacle de véhicule en acoustique MF et 
la propagation BF et MF  de chocs pyrotechniques dans les 
structures spatiales. 

Ci-après est détaillé un exemple académique qui est un 
assemblage de coques soumis à une excitation de 2000Hz 
[24], l’amortissement étant 0,001. Le calcul avec la TVRC 
nécessite par sous-domaine : 
— comportement de flexion : 100 rayons + 41 rayons 
évanescents 
— comportement de membrane : 40 rayons (L) + 40 rayons 
(T). 

Les solutions VTCR et FEM représentées Fig.3 sont très 
proches. Les caractéristiques des deux calculs sont données 
Table 1; elles montrent clairement le plus considérable 
apporté par les méthodes à base d’ondes.  
 

 
 . 

 
 
Figure 2 Exemple académique : assemblage de coques 

d’épaisseur 3 mm soumis à une excitation à 2000Hz     
(amortissement : 0,001) 

 

 
 
Figure 3 Comparaison  des solutions VTCR (à gauche) 

et FEM (à droite), l’erreur étant 8% 
 

 

 
Table 1 Comparaison des performances 

 

3.  Extensions 

Les extensions actuelles concernent deux situations 
différentes. La première est relative à la considération de 
cas où il est raisonnable d’exploiter à la fois la méthode des 
éléments finis et la VTCR. C’est l’objet de la “Weak 
Trefftz Variational Theory of Complex Ray” introduite 
dans [25]. L’autre extension concerne les problèmes 
d’acoustique MF pour les milieux hétérogènes  tel que k2 
soit linéaire par morceau ; une illustration est la simulation 
d’un port soumis à une vague venant du large. Les travaux 
en cours portent sur l’utilisation de la « Weak-VTCR » et 
de la VTCR en utilisant des « ondes » construites à partir 
des fonctions d’Airy. 
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