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Les vibrations de flexion des structures mécaniques peuvent être réduites au moyen d’un revêtement viscoélastique.

Néanmoins, l’ajout de masse induit peut être évité en utilisant un dispositif appelé ”trou noir acoustique”. Un trou

noir acoustique dans une plaque se comporte comme un piège à ondes. Il consiste en une décroissance locale

et radiale d’épaisseur selon un profil de loi de puissance. Un film viscoélastique mince est placé dans le centre.

Ce film crée localement un amortissement non uniforme qui est ajouté à celui de la structure porteuse, qui est la

plaque.

Le but du travail proposé dans ce document est d’étudier le comportement d’un trou noir acoustique en présence

d’un oscillateur mécanique attaché à son bord libre intérieur. L’étude consiste en la modélisation analytique de la

diffusion des ondes de flexion par ce diffuseur particulier en l’absence du film viscoélastique. La réponse du trou

noir est analysée à travers les variations de la section efficace de diffusion, qui est un indicateur de la visibilité

d’un obstacle par une onde incidente. Des comparaisons sont effectuées entre le trou noir avec et sans oscillateur.

La section efficace de diffusion montre que la présence de l’oscillateur permet de modifier le comportement du

trou noir notamment dans la région des basses fréquences, en faisant apparaitre une résonance locale qui peut être

contrôlée par les caractéristiques du système discret, et éventuellement la coupler à la première résonance du trou

noir seul.

1 Position du problème
Le milieu de propagation montré en Fig. 1-(a) est une

plaque infinie, d’épaisseur constante h0, réalisée dans un

matériau viscoélastique, contenant un trou noir acoustique

sans revêtement central. Les caractéristiques physiques de

cette plaque sont la masse volumique ρ, le module de Young

complexe E∗ et le coefficient de Poisson ν. Le centre du trou

noir coı̈ncide avec l’origine d’un système de coordonnées

polaires (r, θ). Ce trou noir constitue une zone où l’épaisseur

décroit graduellement selon la loi de variation présentée

dans l’équation (1).

h(r) =

⎧⎪⎨⎪⎩ h0

(
r−a′
b−a′
)m
, a < r < b

h0, r = b
, (1)

où a′ désigne le rayon d’un cercle virtuel, sur lequel

l’épaisseur de troncature est nulle. a et b représentent

le rayon interne (à la troncature) et le rayon externe

respectivement.

(a)

(b)

Figure 1 – (a) : onde de flexion plane incidente sur un trou

noir acoustique, inséré dans une plaque infini, (b) : insertion

d’un oscillateur mécanique au bord du trou noir.

Le trou noir est complété par un oscillateur local :

la région centrale du trou noir contient une masse M,

attachée par le biais d’un ressort de raideur k au niveau de la

troncature (r = a). Tel qu’illustre la figure 1-(b), le système

résultant est un système couplé, constitué d’un système

continu (plaque) et d’un système discret (masse et ressort).

2 Équations du mouvement

2.1 Vibrations de la plaque inhomogène
On considère une onde de flexion plane harmonique

W0eik f x (W0 est l’amplitude, k f est le nombre d’onde de

flexion) se propageant dans la direction croissante de x
croissant (Fig. 1-(a)). L’équation du mouvement de flexion

de la plaque présentant une inhomogénéité d’épaisseur est

donnée par [1, 2]

(1−ν)♦4 {D,W}−∇2
[
D∇2W

]
+ρhω2W = 0, a < r < b, (2)

où D représente la rigidité de flexion, et ♦ est l’opérateur

différentiel, donné par

♦4 {D,W} = ∂
2D
∂r2

[
1

r
∂W
∂r
+

1

r2

∂2W
∂θ2

]
+
∂2W
∂r2

[
1

r
∂D
∂r

]
. (3)

Dans la région externe du trou noir (r > b), où l’épaisseur

de la plaque et le nombre d’onde sont constants, Eq. (2)

se ramène à
(
∇4 − k4

f

)
Wext = 0 pour laquelle le champ du

déplacement extérieur Wext est solution. Ce champ extérieur

est écrit comme la combinaison d’une onde plane incidente

et d’un champ diffusé à l’infini :

Wext = Winc +Wdi f f , r > b. (4)

Les champs Winc et Wdi f f sont développés sur des fonctions

cylindriques associées à chaque ordre circonférentiel n, [3, 4]

Wdi f f =

∞∑
n=0

[
AnH(1)

n (k f r̂) + BnKn(k f r̂)
]

cos(nθ), r > b,

(5)

Winc = W0

∞∑
n=0

εninJn(k f r̂) cos(nθ), r > b, (6)

où Jn, H(1)
n et Kn représentent respectivement la fonction

de Bessel de première espèce, la fonction de Hankel de
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première espèce et la fonction de Bessel modifiée de

deuxième espèce d’ordre n.

La région interne au trou noir (a < r < b) est une zone

inhomogène, où l’épaisseur de la plaque et le nombre d’onde

varient dans l’espace. Une solution analytique de l’équation

(2) peut être trouvée dans le cas d’un trou noir d’épaisseur

à profil quadratique (m = 2). Cette solution est donnée par

[5, 6]

Wint =

∞∑
n=0

4∑
p=1

[
Cp,nr̂ikp,nr0

]
cos(nθ), a < r < b, (7)

avec r0 = b − a′, r̂ = r − a′, et kp,n (p = 1 à 4) représentent

les quatre nombres d’onde à l’intérieur du trou noir.

2.2 Vibrations de l’oscillateur local
La masse décrite sur la figure 1-(b) est liée au bout du

trou noir (r = a) par un ressort de raideur k. L’équation

gouvernant son mouvement harmonique vertical est, [7]

−ω2MWM = −k
(
WM −Wint |r=a

)
, (8)

où WM et Wint |r=a sont respectivement les déplacements de

la masse et de l’extrémité du trou noir en r = a. A partir de

l’équation (8), une relation entre les deux déplacements peut

être déduite :

WM =

[
k

−ω2M + k

]
Wint |r=a. (9)

2.3 Condition de continuité et conditions aux
limites

Les inconnues des champs de déplacement externe et

interne (An, Bn et Cp,n) sont déterminées en appliquant des

conditions de continuité à l’interface r = b et des conditions

aux limites à l’extrémité du trou noir r = a. Au niveau de

l’interface (r = b), le déplacement, la pente, le moment

fléchissant et l’effort tranchant sont continues. En l’absence

du système masse-ressort ajouté, le moment fléchissant et

l’effort tranchant s’annulent à l’extrémité du trou noir r = a.

Sa présence modifie cette dernière condition, et engendre

une force d’inertie égale à l’opposé de l’effort tranchant

V
(
Wint
)

à l’extrémité r = a. La modification apportée par

l’oscillateur ajouté, se traduit par une condition d’impédance

en r = a :

V
(
Wint
)
|r=a = ZẆint |r=a, (10)

où Z est l’impédance mécanique dépendant de la pulsation

ω, la masse M et la raideur du ressort k, appliquée en r = a :

Z = iωM
[

k
−ω2M + k

]
. (11)

3 Résultats numériques
Les résultats numériques présentés dans ce papier sont

obtenus pour une plaque d’aluminium, dont les propriétés

géométriques et du matériau sont listées dans le tableau (1).

Matériau Valeurs Géométrie Valeurs

ρ 2700 (kg/m3) a′ 10−3 (m)

ν 0.33 a 5.10−3 (m)

E0 69 (GPa) b 6.10−2 (m)

η 10−3 h0 1, 5.10−3 (m)

m 2

Tableau 1 – paramètres des simulations numériques.

3.1 Section efficace de diffusion
La section efficace de diffusion est un paramètre

important dans l’étude de la réponse d’un obstacle à une

onde incidente. Elle est définie comme le rapport entre

l’énergie du champ diffusé et l’énergie du champ incident

[4]. La section efficace, appelée Qdi f f , est tracée sur la figure

(2) en fonction du nombre d’onde de flexion adimensionnel

(k f b) pour le trou noir sans masse. Dans la région des

basses fréquences, où la longueur d’onde incidente est

grande par rapport à la taille de l’obstacle (k f b petit), la

section efficace est quasiment nulle, ce qui indique que le

trou noir n’est pas visible par l’onde incidente dans cette

gamme de fréquences. A hautes fréquences, Qdi f f présente

des variations exprimées par des augmentations locales

liées aux résonances locales du trou noir. Ces variations

locales complexes résultent de la superposition de plusieurs

sections efficaces élémentaires Qn, où n représente l’ordre

circonférentiel (Qdi f f =
∑∞

n=0 Qn). Les sections efficaces

élémentaires montrent distinctement l’effet de chaque

résonance locale du trou noir sur la section efficace globale.

Deux sections efficaces de diffusion élémentaires Q0 et Q1,

correspondant aux ordres circonférentiels n = 0 et n = 1,

sont montrées dans la figure (3).
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Figure 2 – section efficace de diffusion du trou noir

acoustique simulé seul (sans oscillateur ajouté).

3.2 Influence de l’oscillateur ajouté
Dans cette section, les variations de la section efficace de

diffusion Qdi f f sont analysées, via une étude paramétrique,

en fonction de la masse ajoutée Fig. 4-(a). L’effet de

la masse sur les différentes résonances locales du trou

noir est observé sur l’évolution des sections efficaces de

diffusion élémentaires Q0 et Q1. Ces deux sections efficaces

élémentaires sont tracées sur la figure 4-(a) et (b) en fonction

du nombre d’onde adimensionnel k f b. Dans la région des

basses fréquences, les sections Q0 et Q1 montrent que

l’ajout de l’oscillateur fait apparaitre un pic de résonance du

système couplé, qui est contrôlé par les caractéristiques du

système discret (M et k). A hautes fréquences, les résonances
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Figure 3 – exemple de sections efficaces de diffusion

élémentaires du trou noir seul, calculées pour les ordres

circonférentiels n = 0 et n = 1. (a) et (b) respectivement.

locales du trou noir sont décalées vers les basses fréquences

en présence de l’oscillateur : les pics se décalent de plus en

plus vers les basses fréquences en augmentant la masse. Ces

tendances se retrouvent pour toutes les Qn, ce qui permet de

tirer les mêmes conclusions sur l’effet de la masse ajoutée

sur la variation de la section efficace globale Qdi f f .

3.3 Modes piégés
Par définition, les modes piégés sont les solutions d’un

problème homogène, donné dans le cas du système étudié

par l’équation matricielle

S .X = 0, (12)

où S est la matrice définie à partir des conditions de

continuité et des conditions aux limites. Les valeurs propres

de Eq. (12) sont déterminées numériquement dans le plan

complexe k f b en localisant les zéros du déterminant de la

matrice S . Les déformées modales sont obtenues à partir des

vecteurs propres X associés aux valeurs propres trouvées.

La figure (5) montre les patterns du premier mode piégé

fondamental (n = 0), calculé pour le trou noir seul (Fig.

5-(a)) et le trou noir couplé avec une masse de 3 grammes

(Fig. 5-(b)). Ces deux patterns se produisent à des valeurs

complexes de k f b : k f b = 2.71 − i0.07 et k f b = 2.24 −
i0.02. Comme prédit par la section efficace de diffusion Q0

(Fig. 4-(b)), le premier mode piégé se décale vers les basses

fréquences. Ce décalage est visible sur la partie réelle du k f b
pour lequel ce mode se produit :�[k f b] = 2.71 en l’absence

de la masse, et passe à �[k f b] = 2.24 avec une masse de 3

grammes. Le rapport de la partie imaginaire et la partie réelle

de ce k f b nous renseigne sur l’amortissement du mode : le

mode se prononce beaucoup plus lorsque
( �[k f b]

�[k f b]

)
est faible

en valeur absolue.
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Figure 4 – (a) : section efficace de diffusion globale du trou

noir acoustique étudié en fonction de la masse ajoutée. Deux

sections efficaces élémentaires sont présentées : (b) et (c)

correspondent à Q0 et Q1 respectivement. Ces courbes sont

calculées pour une pulsation de résonance du système

masse-ressort fixée ω0 =
√

k/M. La raideur k du ressort

utilisée pour la simulation numérique est donc donnée par la

relation k = Mω2
0.

Figure 5 – deux modes piégés sont présentés en dB. (a) :

trou noir sans masse ajoutée, (b) : trou noir avec une masse

de 3 grammes.

4 Conclusions
Un modèle analytique de la diffusion des ondes de

flexion par un trou noir acoustique, couplé à un système
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masse-ressort est présenté dans ce papier. Le comportement

de ce trou noir est étudié en analysant les variations de la

section efficace de diffusion en fonction de la fréquence.

Les résultats montrent que le trou noir sans masse est un

diffuseur pénétrable résonant à hautes fréquences. Il est

montré qu’il est possible de modifier ce comportement en

attachant une masse à l’extrémité libre du trou noir : la

présence de la masse crée une résonance locale à basses

fréquences caractérisée par l’augmentation de la section

efficace de diffusion, et permet de contrôler les modes du

système couplé. Cette étude à montré que les modes piégés

du trou noir sont décalés vers les basses fréquences lorsque

la masse augmente.
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