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On présente une méthode modale efficace pour la résolution de la diffusion d’une onde par une surface non plane
(grating ou extrémité de guide). La méthode proposée repose sur 1’utilisation d’une transformation géométrique
par laquelle la surface irréguliere est ramenée a une surface rigide plane, de sorte que 1’hypothese de Rayleigh,
généralement utilisée dans ces problemes, n’est plus nécessaire. En outre, la transformation géométrique n’affecte
qu’une zone localisée de 1’espace et s’adapte parfaitement, par construction, a I’espace extérieur non transformé, ce
qui permet d’écrire simplement les conditions de rayonnement et d’onde incidente. Enfin, cette zone transformée,
ol une résolution numérique est nécessaire, peut étre limitée a I’épaisseur de la frontiere non plane. La formulation
proposée et sa résolution numérique sont efficaces dans le sens ou la réciprocité et la conservation de I’énergie sont
respectées, et la convergence rapide. Une analyse de la convergence avec la régularité de la surface non plane est

réalisée.

1 Introduction

La présente communication reprend, en le résumant,
un article publié par les auteurs dans le Journal of the
Optical Society of America A [1]. Le lecteur pourra s’y
référer pour plus de détails.

2 Transformation géométrique locale,
formulation multimodale

On souhaite résoudre le probleme de la diffusion d’une
onde par une paroi rigide non plane. Cette paroi est décrite
dans I’espace réel (X, Y) par une fonction périodique ¥ =
f(X), de période d (Fig. 1). L’onde incidente est une onde
plane, de nombre d’onde k et le vecteur d’onde forme un
angle 0 avec I’axe Y. La dépendance harmonique en temps
est e3¢ et elle sera omise dans la suite.

Ficure 1 — (a) Paroi irréguliere dans 1I’espace réel (X, ¥). (b)
Espace transformé.

2.1 Transformation géométrique

Le champ de pression dans le demi-espace ¥ > f(X) est
solution de 1’équation d’onde

(A+k2)p=0, (1)

avec les conditions aux limites pseudo-périodiques

p(d,Y) = ¥ p(0,Y),
dxp(d,Y) = #0xp(0,Y),

(2a)
(2b)
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ol 8 = ksin 6, et la condition de Neumann

n-Vp=adyp-foxp=0 3)

sur la paroi Y = f(X).

Remarquons qu’il serait également possible d’imposer
sur la paroi une condition de Dirichlet, afin de résoudre,
par exemple, la diffusion d’une onde électromagnétique
polarisée TE par une paroi parfaitement conductrice [1]. De
la méme maniere, les conditions pseudo-périodiques (2) en
X = 0,d pourraient étre remplacées par des conditions de
Neumann ou Dirichlet, afin de résoudre la réflexion d’une
onde a I’extrémité fermée, non plane, d’un guide.

On définit alors un nouveau systeme de coordonnées,
(x,¥), déduit des coordonnées (X, Y) de I’espace réel par les
relations

Y - f(X)
L-fX)
Y, Y>L.

fX)<Y<L, 4)

y=

Cette transformation est locale, au sens ol espace virtuel
(transformé) et espace réel coincident pour ¥ > L; cette
propriété est importante pour la formulation de la condition
de rayonnement, et également parce que la résolution
numérique du probleme se limitera a la région y € [0, L],
le champ pouvant étre calculé algébriquement dans la zone
non transformée (y > L).

2.2 Equation d’onde modifiée et conditions
aux limites

Par ce changement de variable, on se ramene donc, dans
I’espace transformé (x,y), a une paroi plane. La complexité
géométrique apparait désormais dans I’équation d’onde, qui
devient

V- (HVp) + K’hp = 0, (5)

ou les facteurs matriciel et scalaire H et & se déduisent
aisément du Jacobien de la transformation (X, Y) — (x,y) :

73J b —a
‘M‘(—a (1+a2)/b)’ ©
1 1
"= e T h ™
avec I L f()
_ o -y — - X
a(x,y) = f'(x) 7 b(x) = —7 (8
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11 vient ainsi

0y (b0,p — adyp) + 8y (-ad,p + (1 + a®)/bd,p) + K*bp = 0,
€))

qu'on reformule en un systtme couplé d’équations

d’évolution du premier ordre en introduisant la variable

1 +d*
g=—adp+ 35, (10)
de sorte que
ab b
0 =——0p+—q,
P 1+ P 121 (11

b ab
= —bk2p — _— =
0yq bk“p 6X(1 azaxp)+6x(1 azq).

Les conditions aux limites (2-3) s’écrivent, dans le systeme
(x, ),

p(d,y) = éPp(0,y), (12a)
_a _ 'ﬁd[ _a ]
(op=500|_ =elap-Sap| . az
et
q(x,0) = 0. (13)

2.3 Formulation multimodale

Les champs p(x,y) et g(x,y) sont maintenant développés
en séries infinies :

PEY = ) pa)en(),

= (14)
453 = D 0)en(),
ou les fonctions
1 .
(Pn(X) - _e](ﬁ+2mr/d)x (15)

sont les classiques modes de Floquet satisfaisant les
conditions de pseudo-périodicité. Notons que le cas d’une
onde se propageant dans un guide (cf. supra) peut se traiter
de la méme maniere en prenant la base appropriée de
modes ¢,, en 1’occurence, des cosinus (Neumann) ou sinus
(Dirichlet) [2]. Les propriétés communes a ces différentes
bases sont les relations d’orthogonalité
@) = G €t (@) 0)) = VaGpuns  (16)
avec (f,g) = fod dxfg le produit scalaire et fle complexe
conjugué de f. Dans le cas périodique, vy, = S+2nn/d,n € Z.
Rappelons enfin qu’avec cette transformation, comme
avec les transformations proposées dans [3, 4, 5], la surface
rigide coincide avec y = 0, donc la question de I’hypothese
de Rayleigh ne se pose pas ici.

La projection des équations (11) sur la base {¢,} donne
un systeme d’équations couplées du premier ordre pour les

composantes modales p = (p,) et q = (g,) :
p
, 17
5] o

g( p )( AG) BO)
oy\ q —-K*B(L) + C(y) —A*(y)
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ou
d b
a —_
Ao = f ax =T, (18a)
0
d
B = f dx T, (18b)
0
(18c¢)

b —
Con= | dx——¢,¢).
J o
0
En utilisant les modes de Floquet (15), C s’écrit simplement
C = —I'BI, avec I la matrice diagonale donnée par I, = jy,,.

3 Résultats

La figure 2 montre quatre exemples de champs résultant
de la réflexion par une surface irréguliere d’une onde plane
en incidence normale ou oblique. Une condition de vitesse
normale nulle (Neumann) ou de pression nulle (Dirichlet) est
imposée sur cette paroi, et la fréquence de 1’onde incidente
est telle que la longueur d’onde est de I’ordre de grandeur
des irrégularités (a-b), grande devant ces irrégularités (c) ou
ou contraire petite (d). On peut voir notamment, sur la figure
2-b le pattern typique correspondant a I’anomalie de Wood
([6l, Ch. 8).

(b)

(©)

Neumann Dirichlet

Ficure 2 — Exemples de champs (partie réelle) résultant de
la réflexion d’une onde plane en incidence normale (a-b) ou
oblique (c-d) par une surface irréguliere.
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Si la fonction f(X) est infiniment dérivable, alors les
coefficients dans 1’équation (9) le sont aussi, donc les
champs p et g également. Les fonctions transverses étant par
ailleurs adaptées, pseudo-périodiques ainsi que toutes leurs
dérivées, on prévoit donc - et on vérifie - que les coefficients
modaux |p,| décroissent exponentiellement avec n. Le
champ p converge donc lui-mé&me exponentiellement avec le
nombre de modes pris en compte. Si la fonction f(X) a une
de ses dérivées discontinue, la convergence exponentielle
est bien siir perdue et suit alors une loi de puissance en N7,
a étant lié a la régularité de f. La méthode proposée reste
toutefois applicable (Fig. 3).

Dirichlet
(b)
LN AN N R
POP o s 9Py . »
AL R N
s aPOo Py, o»
- q..‘.. '.“
‘.‘
‘e

vy

Dirichlet

Ficure 3 — Réflexion d’une onde plane en incidence oblique
(7r/4) sur une paroi donc le profil f(X) a une dérivée premiere
(a) ou deuxieme (b) discontinue.

La figure 4, enfin, montre I'indépendance du champ
calculé avec le parametre arbitraire L (Fig. 1), qui peut
donc étre réduit a sa valeur minimale, max(f). Le champ
extérieur (Y > L) peut étre calculée algébriquement,
sans transformation géométrique ni résolution itérative de
I’équation d’évolution (17).

4 Conclusion

La méthode proposée, validée par comparaison avec
des calculs par éléments finis [1], présente notamment
les avantages suivants : (i) elle préserve les propriétés de
conservation de I’énergie et de réciprocité, (ii) la région
transformée, ol une résolution numérique est nécessaire,
peut étre limitée a I’épaisseur de la frontiere non plane,
(iii)) la convergence de la méthode est exponentielle,
soit la convergence la plus rapide attendue. Par ailleurs,
cette formulation présente 1’avantage de permettre le
développement de solutions analytiques approchées dans
le cas de perturbations faibles [7]. Enfin, cette méthode est
aisément transposable au cas d’un guide d’onde, 2D ou 3D,
avec une extrémité fermée non plane.
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Ficure 4 — Comparaison des champs calculés avec L =
4 max(f) (en haut) et L = max(f) (en bas).
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