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On présente une méthode de résolution de la propagation dans un guide d’ondes contenant des inclusions rigides
circulaires, cette géométrie pouvant être utilisée comme problème canonique dans plusieurs contextes : guide
corrugué, cristaux phononiques, gaz de Lorentz. . . La méthode proposée repose dans un premier temps sur l’usage
d’une transformation géométrique adaptée, par laquelle le guide, de géométrie complexe, est ramené à un guide
droit dans l’espace transformé. La complexité géométrique du problème original se traduit alors par une équation
d’onde modifiée. Dans un deuxième temps, une formulation multimodale améliorée (A. Maurel, J.-F. Mercier, S.
Félix, Proc. R. Soc. A 470, 20130743, 2014) est utilisée pour résoudre l’équation d’onde, qui améliore la précision
et la convergence des méthodes multimodales usuelles. Plusieurs exemples de résultats sont enfin présentés, qui
montrent notamment la possibilité de considérer des cas avec une forte densité de diffuseurs circulaires.

1 Introduction
La présente communication reprend, en le résumant,

un article publié par les auteurs dans le Journal of the
Acoustical Society of America [1]. Le lecteur pourra s’y
référer pour plus de détails.

Dans une précédente publication [2], nous avons proposé
une formulation multimodale de la propagation d’ondes dans
un guide 2D de géométrie quelconque. Cette méthode repose
sur l’usage d’une transformation géométrique adaptée, par
laquelle le guide est ramené à un guide droit dans l’espace
transformé. La complexité géométrique du problème original
se traduit alors par une équation d’onde modifiée. Enfin, une
formulation multimodale de ce problème modifié est établie,
et l’utilisation de modes supplémentaires permet d’améliorer
la précision et la convergence de la méthode par rapports aux
formulations multimodales usuelles.

Nous nous intéressons ici à une classe particulière de
guides d’ondes, présentant des inclusions rigides circulaires,
comme problème canonique de plusieurs situations d’intérêt,
tels des réseaux carrés ou hexagonaux de diffuseurs rigides
(Fig. 1-a), des guides corrugués (Fig. 1-b), ou des guides ou
gaz de Lorentz (Fig. 1-c).

La difficulté avec ce type de géométrie (Fig. 2) est
que la transformation usuelle Y → y ≡ Y/a(X) dans un
guide de section variable n’est plus applicable, puisque la
géométrie n’est plus simplement décrite par une largeur
locale a(X). Même dans le cas limite d’une inclusion semi-
circulaire, ou cette description reste possible, l’équation
d’onde transformée fait apparaître des termes en a′, et a′ est
localement infinie. Cependant, le choix de la transformation
géométrique n’est pas unique, notamment parce qu’il est
possible de définir pour le guide un axe arbitraire, droit ou
de courbure variable, pour le guide [2]. C’est ainsi qu’une
transformation pour le guide avec inclusion circulaire
peut-être définie, qui introduit une largeur locale a(x) non
multivaluée et dont la dérivée reste finie.

2 Transformation géométrique,
formulation multimodale améliorée

Le problème général d’un guide uniforme avec une
inclusion circulaire d’arc quelconque est représenté sur
la figure 2. Dans le domaine fréquentiel (la dépendance
temporelle en exp(−jωt) est implicite dans la suite), on
souhaite résoudre l’équation de Helmholtz

(∆ + k2)p = 0, (1)

avec la condition de Neumann

N · ∇p = 0 sur C1,2, (2)

(a)

(b)

(c)

Figure 1 – Exemples de guides d’ondes avec des inclusions
circulaires. (a) Compte tenu des symétries du problème,
une cellule rectangulaire avec des frontières rigides et des
inclusions semi-circulaires est utilisée pour modéliser la
propagation dans un réseau hexagonal de diffuseurs (source :
Perrot et coll. [3]). (b) Guide corrugué (source : Tonon et
coll. [4]). (c) Guides de Lorentz périodique et désordonné
(source : Dittrich et coll. [5]).
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Figure 2 – Guide d’ondes uniforme contenant une inclusion
circulaire rigide. Changement de coordonnées (X,Y) →
(x, y) et notations.

où N est la normale à la paroi et k = ω/c le nombre d’onde.
La première étape dans la résolution de ce problème est
le choix d’une transformation géométrique adaptée, par
laquelle les parois C1,2 sont décrites simplement dans le
nouveau système de coordonnées, typiquement, par une
équation y = constante.
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2.1 Transformation géométrique
Pour ce faire, on définit tout d’abord un axe pour ce

guide d’onde. O étant un point de référence, arbitraire, cette
courbe, C0, est décrite par la fonction OS0(x), où x est
l’abscisse curviligne mesurée le long de C0 depuis un point
donné. Une fois défini l’axe du guide, les parois peuvent être
paramétrées :

OS1,2(x) = OS0(x) + a1,2(x)n(x), (3)

où n est la vecteur normal du repère de Serret-Frenet (t,n) :

dOS0

dx
= t,

dn
dx

= −κ(x)t, (4)

et κ(x) la courbure locale de l’axe. M étant un point du guide,
on définit alors le changement de variables (X,Y)→ (x, y) :

OM = Xi + Yj = OS0(x) + b(x, y)n, (5)

avec b(x, y) = a1(x) + ya(x), a(x) = a2(x) − a1(x) la largeur
locale du guide, et y la coordonnée transverse dans le guide,
variant de 0 (paroi C1) à 1 (paroi C2). Par ce changement
de variables, on se ramène donc, dans l’espace transformé
(x, y), à un guide cylindrique de largeur unité. La complexité
géométrique apparaît désormais dans l’équation d’évolution
et les conditions aux limites, qui s’écrivent

∇ · (H∇p) + k2hp = 0, (6)

H∇p|y=0,1 · n = 0, (7)

où les facteurs matriciel et scalaire H et h se déduisent
aisément du Jacobien J de la transformation (X,Y)→ (x, y) :

H =
TJJ

det J
=

1
τ

 a −b′

−b′
τ2 + b′2

a

 , h =
1

det J
= τa,

(8)
où τ(x, y) = 1 − κ(x)b(x, y).

Nous introduisons maintenant une nouvelle variable q =

(H∇p) · t et nous reformulons l’équation d’onde (6) comme
une équation d’évolution du premier ordre le long de l’axe
de propagation S0 :

∂

∂x

(
p
q

)
=

1
a

(
b′∂y τ

−τ(∆⊥ + k2a2) a′ + b′∂y

) (
p
q

)
, (9)

où ∆⊥ = τ−1∂y(τ∂y) est la partie transverse du Laplacien dans
le système de coordonnées (x, y).

2.2 Formulation multimodale
Le principe général est de discrétiser le problème

transverse sur une base de fonctions connues, de façon
à reformuler le problème initial, scalaire mais dépendant
des deux directions de l’espace, en un problème matriciel
dépendant seulement de la coordonnée axiale x, le long de la
direction privilégiée de propagation. Ainsi, les variables p et
q sont écrites 

p(x, y) =
∑

n

pn(x)ϕn(y),

q(x, y) =
∑

n

qn(x)ϕn(y).
(10)

Dans la formulation multimodale usuelle, les fonctions
ϕn sont les solutions du problème propre ∂2

yyϕn = −γ2
nϕn,

avec, aux parois (y = 0, 1), la condition ∂yϕn = 0.
Pratiquement, ce sont les modes classiques ϕn(y) =
√

2 − δn0 cos nπy, n ∈ N. Ces modes forment une base
complète pour les fonctions sur la section transverse du
guide et vérifient les relations d’orthogonalité

(ϕm, ϕn) = δmn,(
ϕ′m, ϕ

′
n
)

= γ2
mδmn,

(11)

où ( f , g) =
∫ 1

0 f g dy est le produit scalaire.

La projection sur ces fonctions des équations couplées
(9), en prenant en compte la condition aux limites (7),
donne un nouveau système d’équations couplées régissant
l’évolution selon x des vecteurs p ≡ (pn) et q ≡ (qn) :

d
dx

(
p
q

)
=

(
M1 M2
M3 M4

) (
p
q

)
, (12)

avec

M1 = a−1 (
a′F + a′1G

)
, (13)

M2 = a−1 ((1 − κa1)I − κaC)) , (14)

M3 = a−1
(
(1 − κa1)Y2

c + κa
[
(ka)2C − D

])
, (15)

M4 = a−1
(
− T(a′F + a′1G)

)
, (16)

où I est la matrice identité et

Cmn = (yϕm, ϕn) , (17)

Dmn =
(
yϕ′m, ϕ

′
n
)
, (18)

Fmn =
(
yϕm, ϕ

′
n
)
, (19)

Gmn =
(
ϕm, ϕ

′
n
)
, (20)

Ycmn = jkmaδmn, (21)

avec km =
√

k2 − (γm/a)2, Re [km] ≥ 0 et Im [km] ≥ 0.

Notons toutefois que la convergence des séries (10) est
relativement lente, parce que la condition aux limites (7)
n’est pas vérifiée par les fonctions transverses ϕn(y). Une
solution consiste à ajouter à cette base de fonctions des
« modes » supplémentaires, censés restaurer la condition aux
parois. Ces deux modes sont construits de manière à vérifier
les relations d’orthogonalité (11) :

ϕ−i = a−i

χi(y) −
N−1∑
n=0

χinϕn(y)

 , i = 1, 2, (22)

où

χ1(y) ≡
1

√
1 + 2/π

[
cos(πy/2) + sin(πy/2)

]
,

χ2(y) ≡
1

√
1 − 2/π

[
cos(πy/2) − sin(πy/2)

]
,

(23)

et χin ≡ (ϕn, χi). La projection de l’équation (9) sur la base
de fonctions ϕn, −2 ≤ n ≤ N −1, conduit à la même équation
matricielle (12) et la définition des matrices C, D, F, G, et
Yc est inchangée [2]. Cette formulation améliorée a pour
principale conséquence un accroissement significatif de la
vitesse de convergence, de1/N à 1/N3.5 pour le champ, et
de 1/N à environ 1/N5 pour les coefficient de diffusion
(réflexion et transmission).
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3 Résultats
Les figures suivantes montrent des exemples de champs

calculés avec la méthode proposée, dans le cas d’une unique
inclusion circulaire ou semi-circulaire, ou dans le cas d’un
arrangement dense d’inclusions semi-circulaires disposées
régulièrement sur les deux parois du guide.

(a)

(b)

Figure 3 – Champs de pression (partie réelle, unités
arbitraires). L’onde incidente est une onde plane venant de la
gauche, avec une frequent kh = 4, et le guide représenté est
connecté à chaque extrémité à des guides droits semi-infinis.
La ligne en tirets représente l’axe C0 du guide (cf. Fig. 2).

(a)

(b)

Figure 4 – Exemples de champs à haute fréquence dans des
guides d’ondes avec une grande densité d’inclusions rigides
semi-circulaires, régulièrement espacées. (a) Horizon infini :
dans la limite géométrique, il existe des trajectoires sans
collision avec les diffuseurs circulaires. (b) Horizon fini.
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